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NOCIONES DE NOMOGRAFÍA

LECTOR

Los vuelos que hace pocos años ha tomado el cálculo

por medio de tablas gráficas, la indiscutible utilidad de

las mismas para el manejo de las fórmulas que en la

práctica se presentan constantemente al Ingeniero, y el

haberse constituído un cuerpo de doctrina dentro de

las Matemáticas aplicadas, con los métodos de construc

ción de los modernos ábacos y nomogramas, han sido

causa, sin duda, de que aparezca la Nomografía en los

programas de algunas Escuelas de Ingenieros y Acade

mias militares, así como de que en España hayan visto

ya luz varios trabajos de esta índole (1) e indiscutible

(1) Entre otros citaremos la Nomografía balística del general

Ollero (1903), los Nomogramas del Ingeniero y la Nomografía de

D. R. Seco de la Garza (1907 y 1910) y los Elementos de Nomogra

fía de D. Nicomedes Alcayde (1915).
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mérito, encaminados unos a facilitar su gestión al técni

co ya hecho, y otros, al fin docente de preparación de

nuestros alumnos, ya que han de encontrar en su carre

ra numerosas traducciones nomográficas de las fórmu

las usuales en muchos de los libros de texto que han

de servirles luego de guía para el desempeño de la pro

fesión.

Prescindiendo aquí de las razones que pueden adu

cirse para dar éste o el otro puesto a la Nomografía

dentro del estudio de las ciencias exactas, es lo cierto

que, si bien la Geometría analítica no se ocupa de re

solver, sino de representar las ecuaciones, es de toda la

Matemática aquélla que mejor puede servir de prólogo

y de base a la inteligencia de los procedimientos nomo-

gráficos. Y no siendo ajenos nosotros a la introducción

de tan útil rama de la ciencia en los estudios del Inge

niero, hemos creído un deber facilitar a cuantos deseen

iniciarse en ella unas primeras nociones, escritas con

vista a los principales problemas de Ingeniería general

y ciencias auxiliares, que a su vez pueden ser útiles más

adelante para comprender las ventajas prácticas de

construir ábacos para fórmulas cuyo cálculo hace per

der un tiempo precioso, así como para estar en condi

ciones de entender los nomogramas que hoy aparecen

en casi todas las obras más o menos especiales de la

profesión de Ingeniero.

He aquí el objeto del modesto trabajo que ofrece

mos, en primer término, a los alumnos y candidatos a

ingreso de las Escuelas especiales, y a la juventud estu

diosa en general, que quiera orientarse para estudios

más serios y profundos en la materia, y cuyo alcance no

pretendemos sea otro que el de enseñar el manejo cons



cíente de los nomogramas, razón por la cual nos ceñi

mos a lo indispensable de la teoría, extendiéndonos más

en los ejemplos y cuestiones puramente de aplicación,

sin perder de vista la claridad en el desarrollo de los

métodos generales indispensables al fin didáctico de la

obra.

Madrid 15 de marzo de 1916.



NOCIONES DE NOMOGRAFÍA

I.—PRELIMINARES

1.—Objeto y aplicaciones de la Nomografía.—La Nomo

grafía (1) es un procedimiento de cálculo mediante el

cual, dadas la relación o relaciones que ligan a dos o

más variables, representa a éstas por sistemas de líneas

o puntos acotados, y los sitúa después, generalmente

sobre un plano, de tal modo, que por una construcción

geométrica más o menos sencilla, puede venirse en co

nocimiento de los valores numéricos de las variables

que simultáneamente satisfacen a la relación o relacio

nes propuestas.

Si las variables están unidas por una ley matemática,

el nomograma traduce y resuelve la fórmula o ecuación

expresiva de dicha ley: si están ligadas por una ley físi

ca deducida de la experiencia, la posición y forma de

los elementos representativos de las variables, así como

las construcciones necesarias para determinar cada serie

de sus valores simultáneos, pueden en muchos casos

(1) Nombre empleado por M. D'Ocagne, distinguido matemá

tico francés, y derivado de las palabras griegas vájios (ley) y

ypoícpo) (escribo).



orientar ulteriores investigaciones y hasta traducir ma

temáticamente las relaciones que guardan entre sí.

La Nomografía toma de la Geometría analítica el

sistema representativo de las variables, y se diferencia

del Cálculo gráfico en que, así como éste se funda en la

sustitución de los números por segmentos de rectas me

didos con una cierta unidad, y en efectuar con estos

segmentos las construcciones geométricas precisas para

llegar a deducir el valor de las incógnitas, lo que impli

ca la necesidad de repetir la construcción en cada caso

particular, la Nomografía da hechas, por decirlo así, las

operaciones al fijar la forma y posición relativa de los

sistemas acotados, siendo sólo preciso para hallar el

valor de las incógnitas en cada caso, bien una simple

lectura, o bien el desplazamiento del sistema geométri

co adoptado para relacionar los valores simultáneos de

las variables, o de unos sistemas acotados con respecto

a los demás.

Sea, por ejemplo, la ecuación de tres variables:

x + y + z = 0 [1]

La Geometría analítica nos dice que, sean cuales

quiera los valores reales de x, y, z, dicha ecuación re

presenta en el sistema cartesiano una superficie plana

que pasa por el origen y corta a los planos coordenados

según las bisectrices de los ángulos que formen entre

sí los ejes X, Y, Z. Mas si, dadas dos coordenadas xt yt

de un punto M de ese plano, queremos hallar la coorde

nada z.t que le corresponde, hemos de resolver numérica

o gráficamente la ecuación [1]. Para ello el Cálculo grá

fico elige una unidad lineal UL (fig. 1) y mide con ella

los valores dados xt y^ fija después un sentido para los

signos en una recta indefinida AB, y, a partir de un

punto O cualquiera, toma en el sentido de la fiecha los
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segmentos oxi, xlyt, respectivamente iguales a las me

didas de ccj y¿ es claro que el segmento í^o, tomado en

el sentido BA y medido con la unidad UL, representará

el valor numérico zl que satisface la ecuación propues-

Fig 1.

ta. Fácilmente se ve la necesidad de repetir la construc

ción indicada para cada par de valores de x e y que se

nos den.

Representemos, en cambio, por los medios que nos

da la Geometría analítica,

A g f los valores enteros, verbi

gracia, de x, y, z (fig. 2), por

el sistema de puntos acota

dos 1, 2, 3. . . que aparecen

X dispuestos sobre las líneas

AB, CD y EF; si colocamos

estas líneas o escalas de

tal modo que una recta MN

que corte a las escalas AB

y CD representativas de las

variables x e y en dos va

lores cualesquiera a^ e yt de las mismas, corte necesa

riamente a la tercera escala EF en un valor (—, 2^) tal,

que se verifique

 

Fig. 2

hablemos construido un nomograma de la ecuación [1]

propuesta, en el que sólo tendremos que variar la posi
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ción de la recta MN para hallar en cualquier momento

el valor numérico de la incognita z correspondiente a

los de x e y que se nos den. De modo análogo hubiéra

mos podido colocar las escalas x e y (fig. 3) en tal dis

posición que, haciendo resbalar la escala CD sobre la

AB, hasta que un valor cualquiera yi de y, coincida con

otro xi de x, el índice M señale siempre en la escala EF

un valor ( — zt) de z tal, que se verifique

Déjanse ya ver las ventajas que sobre el cálculo grá

fico tiene la Nomografía, y pueden comprenderse tam

bién las aplicaciones de que es susceptible sustituyendo

A
~ i í «r «• <» «

C
•/ ?o /f y« ff 'i 3

£
Z " f -fff fS ' ?o"¿¿'

f

Fig. 3.

a las tablas numéricas, cuya construcción y manejo son

mucho más pesados y expuestos a equivocaciones, pues

si bien es verdad que en aquéllas puede llevarse la

aproximación al grado que se desee, no es menos cierto

que los nomogramas pueden también construirse con

escalas cuya unidad gráfica sea lo bastante grande para

permitir aproximación de O,001, más que suficiente en la

práctica, salvo problemas muy contados de Astronomía,

Geodesia o Física matemática en que se emplean instru

mentos de extrema precisión. La tabla numérica es,

además, de manejo pesado desde que hay más de tres

variables, y la interpolación requiere siempre un cálculo

a veces nada expedito; en el nomograma la interpola
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ción es sencilla y rápida, aunque menos exacta, no obs

tante lo cual, aun en el caso más desfavorable, basta para

las aplicaciones corrientes en Ingeniería, cuyas fórmu

las vienen casi siempre infiuídas por coeficientes prác

ticos no siempre seguros. Es, pues, la Nomografía un

medio de cálculo útilísimo para el Ingeniero, al que, por

lo menos, siempre sirve de orientación en el problema

práctico que se propone, dándole los valores enteros

de la incógnita, y, si a esto se añade una gran elasticidad

en los métodos, así como un gran ingenio y fuerza en

sus procedimientos de investigación, puede asegurarse

con Mr. D'Ocagne que es inmenso el horizonte abierto

hoy ante esta ciencia e imposible prever sus futuras apli

caciones. La facilidad con que en cualquier momento y

sin otros útiles que un compás, un doble decímetro y, a

lo más, una regla o patrón logarítmico, pueden construir

se nomogramas para el cálculo de las fórmulas más

complicadas en apariencia, justifican por completo la

necesidad de estos conocimientos para todo Ingeniero,

y entre ellos el agrónomo y forestal, a quien puede ser

particularmente interesante la investigación por este

procedimiento de las leyes naturales que intente deducir

de los resultados de la experimentación en el laborato

rio o en el campo.

2.—Idea general sobre los sistemas acotados: ábacos y

nomogramas.—Sea una cantidad a, que varía entre dos

límites fijos a y b: podemos imaginar una serio de cur

vas tales que cada una corresponda a un valor determi

nado de ac y trazar, por ejemplo, las que representen

valores enteros, 1, 2, 3, acotándolas respectivamente con

estos números. Si referimos esta serie de curvas a dos

ejes coordenados cualesquiera X e Y, la ecuación de la

red de curvas será:

(a)
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Ahora bien, en vez de esta red (1), cada una de

cuyas curvas tiene una cota, podremos a veces conside

rar una curva única definida por las ecuaciones

cada uno de cuyos puntos esté acotado con los valores

enteros 1, 2, 3 de H.

Consideremos ahora una serie de variables «, 8, Y, 8... y

supongamos representada cada una por una red de cur

vas o por una curva acotada: podemos imaginar que si

se dan valores fijos a n — 1 de las variables (lo que dará

una curva o un punto en cada una de las n — 1 redes o

n — 1 curvas), habrá siempre medio de deducir, por una

construcción geométrica conocida, una curva o un punto

de la n" red o n" curva del sistema: luego existe entre

las n variables una relación

F(a6r6...) = 0 [1]

y, recíprocamente, esta ecuación puede ser resuelta grá

ficamente por un sistema de redes (a) o de curvas aco

tadas (b), puesto que cuando se dan los valores de n—1

variables se deduce la n" por una construcción geomé

trica conocida.

El conjunto de las n redes o de las n curvas acotadas,

constituye un ábaco (2) o nomograma de la ecuación

(1) Del mismo modo podríamos suponer referidas estas cur

vas a un polo y eje polar, en cuyo caso su ecuación sería

/•(pcoa) = 0 (a)

(2) Del griego 56ag (tabla para el juego de dados). Para ma

yor claridad conservaremos el nombre de abacos a los formados

por redes de curvas acotadas; dando el de nomogramas a los for

mados por curvas cuyos puntos estén acotados.
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propuesta [1|. La construcción geométrica que sirve

para determinar la na variable se llama la clave del ába

co o del nomograma. '

3.—Familias de ábacos, clawes.— Se comprende por lo

dicho que una ecuación tal como la [1] es representable

por una infinidad de ábacos, que dependen de las for

mas que tengan las ecuaciones (a) o (b) que definen el

sistema representativo, así como de la clave o construc

ción geométrica por medio de la cualvse deduce la in-

 

Fig. 4.

cógnita. Se dice que varios ábacos son de la misma fa

milia cuando, teniendo la misma clave, las ecuaciones

que definen su sistema representativo son del mismo

grado; el objeto principal de la Nomografía es elegir de

entre todos los sistemas o familias de ábacos que pue

dan resolver la ecuación propuesta, aquéllos cuyo tra

zado y dibujo sea más sencillo al par que tenga clave

más expedita. Así, por ejemplo, la representación por

redes de rectas acotadas es más sencilla (fig. 4) que

por redes de curvas (fig. 5), y ésta es más fácil cuanto

las curvas tengan menos infiexiones; el entrecruzamien-

to de los elementos de estas redes resulta siempre algo
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confuso, por lo cual es más práctico el empleo de rectas

o curvas cuyos puntos estén acotados (fig. 2) y todavía

más cómodo el uso de escalas móviles rectilíneas (figu

ra 3). Respecto a las claves, son las más sencillas y

empleadas las siguientes.

a) Dado un valor «, de * (figs. 4 y 5) y otro 6, de 6,

se sigue la recta o curva cuya cota es *, hasta su en

cuentro con la acotada 6, en el punto M; la cota de la

recta o curva del sistema y que pase por M da la solu

ción del problema.

b) Los tres valores «, 6, yi (fig. 2) que resuelven la

ecuación propuesta, están sobre una recta MX que pasa

 

Fig. 5.

por los puntos cuyas cotas son «„ 6„ yP Igualmente po

dría tenerse en vez de MX, un círculo u otra curva

cualquiera.

c) Se tienen cuatro redes de rectas o curvas («6y s);

cualquier solución «l 6, y, s¡ de la propuesta (fig. 6) es

tal, que, uniendo los puntos M y N de intersección de las

curvas acotadas «, 6, y y, 8,, la recta MN resulta paralela

a una dirección RR' determinada.

d) Si en vez de cuatro redes se tienen cuatro curvas

acotadas «, 6, fí s¡ (figs. 7 y 8) puede ocurrir que las rec
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tas MN, RS, que unen valores correspondientes «, 6, y

YI 8, de las variables, sean paralelas (fig. 7) o perpendicu

lares (fig. 8).

e) Puede darse el caso de ecuaciones representadas

 

. ^

por dos curvas acotadas « 6 y dos redes de curvas y y 8

(fig. 9.a). La clave puede ser entonces que los puntos

 

Fig. 7.

«, 61 estén en línea recta MON, con el punto O de inter

sección de las curvas cuyas cotas son «¡js^

4.—Escalas.—Para trazar las curvas acotadas, es pre
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ciso el uso de las escalas. Si tenemos, por ejemplo, una

ecuación f («) y hacemos x = /'(«) o í/ = 9 («) y toma

mos sobre dos ejes coordenados los valores x o y co-

 

Fig. 8.

rrespondientes a un mismo valor de «, se obtendrá la

línea AB (fig. 10) definida por las ecuaciones anteriores

y, acotando cada punto con el valor de « que le corres-

(«I •

 

Kg. 9.

ponde, tendremos un sistema de puntos de una cota. El

soporte de este sistema de puntos es una recta cuando

/"(«) y 9(«) están ligadas por una relación lineal, y en

tonces el sistema de puntos AB recibe el, nombre de
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escala de la función /"(«). La forma general de toda es

cala rectilínea es

[2]

en cuya expresión m es el módulo, o sea el valor que

toma u cuando f(») es igual a la unidad; si hacemos

crecer « en progresión aritmética con una razón cual

quiera, cada valor de u distará del anterior o del que le

sigue una cantidad variable definida por la caracterís-

 

Fig. 10

tica f de la función [2]. Pasaremos revista a las escalas

más usadas en Nomografía.

Escala regular.—Está definida por la función u = m»,

en la que claramente puede verse que si hacemos variar

« según una progresión aritmética cuya razón sea r, los

valores de u variarán también según otra progresión

cuya razón será m r; a intervalos iguales en la variación

de « corresponden intervalos iguales en la función u,

siendo el tipo de estas escalas el doble decímetro, sobre

cuya construcción y uso no hemos de insistir.

Escala logarítmica.—Representa la función u = m
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log « base de las reglas de cálculo. Para construirla, una

vez elegido el módulo m, basta ir tomando sobre una

recta los valores de los logaritmos de los números, y aco

tarla con los números correspondientes. Observando que

log 1 = O, log 10 = 1, log 100 ±= 2, log 1.000 = 3, etc.,

tomaremos sobre una recta OX (fig. 11) tres

longitudes, iguales al módulo m, acotando los

puntos que resulten con los números 1, 1O,

100 y 1.000. Después acotaremos el primer

trozo según los valores de los logaritmos de

los números 1 a 10, el segundo según los de

10 a 100 y así sucesivamente/Es de observar

la notable propiedad de esta escala, que con

siste en la repetición de la longitud de sus in

tervalos para valores de «, diez, ciento, mil, et

cétera, veces mayores, por lo cual, para cons

truirla, basta tener un patrón acotado de 1 a

10 y cuya longitud sea igual al módulo que se

desee (1).

Escala segmentaria.—Representa funcio

nes de la forma

2a

u = m

¿

<S

muy frecuentes en las aplicaciones, siendo

útilísima para que puedan quedar represen

tados todos los valores de u cuando « crece

de O a oo. Se ve, en efecto, que para « = O, F¡e u

u = O, y que para « = oo u = 2m, por lo cual,

adoptando para m un valor conveniente, la magnitud 2m

•s.

^

A

(1) La casa Tavernier Gravet de París construye patrones lo

garítmicos con módulos de lm, Om,50, Om,25, Om,125 y Om,0625; tam

bién se ha construido papel logarítmico análogo al cuadriculado

que se usa para dibujo y del quemásadelante damos una muestra.
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puede llegar a ser suficientemente grande. Esta escala

(fig. 12) va disminuyendo el intervalo de sus trazos a me

dida que « aumenta, y si no quiere fraccionarse hay que

elegir el módulo de manera que, al intervalo más pe

queño que se tenga, corresponda en la fun

ción una longitud apreciable entre los trazos.

Escalas naturales. — Suelen llamarse así

las de ciertas funciones, tales como

fr
<v

I

u = m a", u = m ya, u = m sen a ,

e< = mcosa, M = m tanga

y otras que se encuentran frecuentemente

en la práctica.

Todas ellas son irregulares, no debiendo

emplearse las dos primeras para valores de

n superiores a 3, a causa de la desigualdad

de sus intervalos; son en cambio muy im

portantes las trigonométricas, de cuya cons

trucción nos vamos a ocupar.

El procedimiento que se ocurre es, una

». vez fijado el módulo, coger ana tabla numé-

; °> rica y acotar la recta soporte por medio del

doble decímetro; así por ejemplo, para la es

cala de senos, elegido m — Om,10 (fig. 13),

• 1-8 tomaríamos una longitud AB = Om,10, cu

yos extremos acotaremos con los números

Fig. 12. 0° Y 90°, puesto que para K = 0; u = m

sen 0° = Om,10 sen 0° = O, y para « = 90°

u = Orn,10 X sen 90° = Om,10. Después iremos viendo

en la tabla numérica los valores intermedios y multi

plicándolos por Om,10, tomando el resultado con el do

ble decímetro en la escala y acotando los puntos resul

tantes con el níimero de grados del arco correspon

diente.
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Es más sencilla, sin embargo, la construcción gráfica

siguiente. Trácese un cuadrante de radio m (fig. 14) y

divídásele con un transportador en grados, minutos,

etcétera, con arreglo al intervalo que necesitemos para

«. Si proyectamos los puntos de división sobre los ra-

Senes
t

f.

/• /y le '.9 ¡e tf *• Irf ai «T í. tt;V |

Y*
fósenos 9o 3* í* >•

V X,
¿•f 6c ff f, *«•

tt*>• t . *(í-
¿5Cpífs ¿rigonemefytcff

Fig. 13.

dios OA y OB, bastará acotar las proyecciones para

tener en OA la escala de senos y en OB la de cosenos

de O a 90°. Fácil es ver que, construída cualquiera de

ellas, basta poner en vez de 0°, 10° 90°, los com-

>«>

 

ír

Fig. 14.

plementos 90°, 80° 0° para obtener la otra, así como

para valores mayores de 90° tener en cuenta los ángulos

suplementarios.

La de tangentes se construye (fig. 15) una vez traza

do el cuadrante de radio m, sin más que trazar los radios

que pasan por las divisiones 10°, 20° etc., y acotar
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con estos números sus puntos de intersección con la

tangente AT. La fig. 15 indica la construcción de la es

cala de secantes OS, y de modo análogo se dibujarían

 

Fig. 15.

la de cosecantes y cotangentes, con lo cual dispondre

mos de las escalas

', = msen a u =
m

= m eos a

* " ~

cos a

u = m cot a

a las que pueden añadirse las muy úti-
tang« SQG

les en ciertos casos, puesto que las escalas de tangentes,

cotangentes, secantes y cosecantes no caben en los lími

tes del dibujo por tener u el valor ce para « = 90° y 0°,

respectivamente.

•••.
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Escalas derivadas.—Resultan de la función general

K = mf(t)

cuando se sustituye « por una función cualquiera, ver

bigracia, M « ± N, ^ siendo M y N cantidades constan

tes. Para construirlas basta aplicar al soporte el patrón

de la escala funcional primitiva correspondiente, y aco

tar con arreglo a los valores que tenga la función deri

vada. Por ejemplo, para construir la escala

u = m log (M a + N)

tendríamos, puesto que para

<* = 1 w = wlog(M + N)

a = 10 M = mlog(10.

etcétera,

que colocar el patrón logarítmico de módulo m sobre el

soporte y acotar con cero la división correspondiente

al número N, con 1 la ídem, íd., al número M -f- N, con

10 la ídem, íd., al número 10 M -f N, y así sucesivamen

te, haciendo lo mismo para los valores intermedios.

Entre las escalas derivadas pueden también contarse las

de los logaritmos de las líneas trigonométricas u = m

log sen <*,,u — m log tang «, etc., cuya construcción no

ofrece dificultad y se ve con frecuencia en las reglas

de cálculo.

Escalas transformadas.—Son las deducidas de otra

cualquiera por una transformación geométrica: la que

se emplea con más frecuencia es la escala lineal gene

ral, representativa de la función

Ma
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siempre que M X Q no sea igual a P X N. Estas escalas

pueden deducirse de una escala regular cualquiera por

una simple transformación homográfica. Sea, en efecto,

OX (fig. 16) el soporte de la escala lineal [3] y suponga

mos conocida la cota del punto O, por ejemplo. Si por

este punto trazamos una recta OX' y sobre ella señala-

 

•O'

Fig. 16

mos una escala regular cualquiera, de tal modo que su

cota O' sea la misma del punto O, las graduaciones en el

sentido OX vendrán definidas por ecuaciones de la forma

u = u — u = m

Ma' + N- Ma"

Pa + Q
= m-

M fa" — a')

Pa + Q

referidas al origen O y ejes coordenados OX, OX',al paso

que las graduaciones de la escala O'X' (regular) tendrán

por ecuación, referida a los mismos ejes

Pero la ecuación de una recta cualquiera HO^ O'

que una dos puntos O', O' que tengan igual cota en

ambas escalas, será

—+ — = 1 (1)
U ^ Ui ^ '

Pa + Q

o sea
m.M (a" — a') Jíli ('a" — a')

(1) Condición para que una recta pase por dos puntos, cuan

do éstos se encuentran sobre los ejes coordenados.

-x
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ecuación de primer grado en «, y que, por lo tanto, re

presenta la general de un haz de rectas concurrentes

en el punto H, cuyas coordenadas pueden deducirse de

las ecuaciones

Obtenido así el punto H, cualquier recta que pase

por él y corte en un punto O[ a la escala regular, dará

en la lineal OX un punto O' de igual cota.

Escalas isógradas.—Son aquéllas en que los interva

los correspondientes a la función u son iguales, y muy

útiles cuando se quiere, verbigracia, que el cuadriculado

del ábaco resulte regular, es decir, formado de líneas

equidistantes. Para construirlas hay que averiguar a qué

valores de « corresponden valores equidistantes de w, y

son muy difíciles de dibujar sin una tabla numérica muy

completa de valores de la función wa /"(«).

5.—Construcción geométrica y lectura de las escalas.

Dada una escala cualquiera de módulo m, puede cons

truirse otra de módulo mt valiéndose de un haz de rec

tas y de los principios de la nomografía. Si colocamos,

en efecto (fig. 17), la escala AB de módulo m, paralela

mente y a tal distancia del soporte A' B' de la nueva

escala, que se verifique

OA m

OA' ~ mi

toda recta que pase por O y corte a la escala AB en un

punto M, cortará al soporte A' B' en un punto M' de

igual cota que el M.

La buena lectura de las escalas depende, ante todo,

de la claridad del dibujo y del tamaño de los intervalos,
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por lo cual es tarea muy importante la de escoger el

módulo más apropiado en relación con el campo de las

variables, dentro del cual necesitamos los valores de las

funciones o de la incógnita. Generalmente no se acotan

todos los trazos de la escala, sino aquéllos de cota ente

ra o que tienen importancia, bastando para facilitar la

lectura hacer más largos algunos trazos, como ocurre

en las reglas usuales. La interpolación se hace a ojo, no

siendo, por lo general, errónea en más de -^ de la lon

gitud del intervalo, debiendo procurarse no sea nunca

r

\\\\

\

\

\

Fig. 17.

esta longitud menor de Om,001. Mas, hay ocasiones en

que, bien por la extensión de los límites de las variables,

bien por exigencias de la lectura o por la forma espe •

cial de la función que se representa, sería preciso dar

a las escalas longitudes exageradas para el tamaño del

nomograma o reducir sus módulos hasta perder la pre

cisión requerida en la lectura; lo que hace necesario un

modo de encajar, digámoslo así, el ábaco dentro de un

cuadro de dimensiones determinadas, sin que se pierda
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la disposición relativa de las escalas. Este objeto puede

conseguirse desde luego con la fotografía, reduciendo o

ampliando el nomograma en la relación necesaria; pero,

como el problema se presenta muchas veces al cons

truir el ábaco, hay que recurrir al método llamado de los

multiplicadores correspondientes que vamos a indicar-

Principio de los multiplicadores correspondientes.—

Sea la ecuación [1] que ha de representarse

F(a6YS ..... ) = 0 [1]

y supongamos sea tal que a una solución cualquiera

«, 61 YI 81 ..... etc., corresponda otra x, x «,, X2 x 62, X, x.YI,

X« x 8, ..... Toda red

f(xy*) = 0 (a)

representativa de una cualquiera de las variables «, da

lugar a otra red

f(xy *i X ft) = O (a')

que podrá superponerse a la primera acotándola de un

modo diferente, y toda curva

dará lugar a otra curva idéntica

pero que estará acotada de modo distinto. Luego la su

perposición de ambos sistemas representativos dará
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lugar a un ábaco cuyas escalas tendrán doble gradua

ción, pero que permitirá a veces aumentar el módulo o

colocar las escalas dentro de los límites del dibujo. Es

cogiendo los multiplicadores x., X2 de tal manera que

sea fácil pasar de memoria del valor x, x «, al «„ basta

escribir una sola de las graduaciones, no habiendo otra

6-

f .

**.-••'

 

r

•foo

lo

"té

h

-6a

-ío

Fig. 18.

dificultad que, si hemos elegido, verbigracia, n — 1 mul

tiplicadores de la ecuación [1], de manera que sean sen

cillos, el n° viene determinado á fortiori por la ecua

ción, siendo a veces complicado el cálculo de memoria

y preciso, por lo tanto, inscribir las dos graduaciones

en la escala correspondiente.

Por ejemplo: sea la ecuación

que se representa en la figura 18 y cuyas escalas su

pondremos, demasiado reducidas para leer con toda cía
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rielad. Si hacemos x2 = 10 X3 — 100, es claro que, si la ecua

ción ha de verificarse, x, debe ser igual a } O X 100 = 1000T

y tendremos

Luego si graduamos las escalas 6 y Y con arreglo a

los valores 10 6 y 100 y, acotándolas, sin embargo, con

arreglo a los de 6 y Y, es evidente que en la escala «

tendremos, no los valores «, sino los de 1000 «, por lo

cual será preciso dividir por 1000 la lectura que obten

gamos al hacer la alineación MN correspondiente.

6.—Anamorfosis.—Es, en general, toda transforma

ción algebraica de la ecuación propuesta [1], en virtud

de la cual, si ésta era representable por una serie de

redes curvas (a) o curvas acotadas (b), puede lograrse

su representación por medio de redes de rectas (a) o

rectas acotadas (b) (1).

Como se ve, la anamorfosis es sumamente útil para

obtener y trazar nomogramas sencillos sin variar la

clave que resuelve el ábaco , y, como veremos más ade

lante, es de uso indispensable en ciertos problemas no-

mográficos. De la definición anterior se deduce que, si

una red cualquiera definida por la ecuación

a.) = 0 (a)

puede ponerse bajo la forma

cpi (a) x + <(í (a) y -f tp» (a) == O (a')

(1) Puede generalizarse esta definición llamando anamor

fosis al procedimiento de representar una ecuación por las redes

de líneas más sencillas posibles. Anamorfosis sería, a nuestro

juicio, también la transformación de la propuesta necesaria para

ser representable, verbigracia, por redes de círculos concéntricos.
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su sistema representativo estará formado por una serie

de rectas cuyas coordenadas tangenciales (1) serán

?! (a) _ cp,(a)
w —• í \ c/ — i •.

<P3 (a) 9s (a)

y habremos realizado la anamorfosis del sistema repre

sentativo de la variable «.

Del mismo modo, siempre que la curva acotada de

finida por las ecuaciones

[61" !

pueda ponerse bajo la forma

X=*<*L „ = -*££. [V]

«>»(<*) 9s («)

la ecuación puntual (cartesiana) de la curva se obtendrá

eliminando « entre las relaciones [6'] siendo evidente

que esta curva será una recta, cuando, hecha la elimi

nación, se llegue a la forma

lo que ocurrirá cuando las relaciones [6'] sean de primer

grado en «, quedando también entonces hecha la ana

morfosis del sistema de puntos representativos de la

variable «.

(1) Si en la ecuación de una recta Ax+ By + C = O, referida

a ejes cartesianos X, Y, los segmentos a y 6 que determina sobre

C C
estos ejes son a= =-y &== — -r-, sus coordenadas tangencia

les serán u = — = — TT y v = TT = —?r-
a G b C

•
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II.—REPRESENTACIÓN DE ECUACIONES DE DOS VARIABLES

7.—Abacos cartesianos y su anamorfosis.—Sea la ecua

ción de dos variables

F(*6) = O [1]

que queremos resolver nomográficamente. Considere

mos las dos redes

referidas a los mismos ejes coordenados X e Y. Si eli

minamos « y 6 entre las ecuaciones [1] y (a) llegaremos a

una ecuación entre x e y que será la de la una línea

donde se encontrarán los puntos de cotas « y 6. La for

ma más sencilla de las ecuaciones (a) es, evidentemente,

X— a=0 , ,

y- 5 = 0 (<ll)

representativas cada una de un sistema de paralelas a

los ejes coordenados, por lo que el ábaco tendrá la for

ma de la figura 19 y su clave será la de seguir la línea

de cota «, hasta que corte a la curva AB en M, y leer

después la cota 6, de la línea del otro sistema que pase

por dicho punto.

Para hacer la anamorfosis, es decir, que la curva AB

sea una recta, es preciso elegir las redes (a) de manera



— 32 —

que la eliminación de « y 6 entre ellas dé lugar a una

ecuación de primer grado entre x e y.

Ejemplo.~8ea la ecuación [1] S = n — que da el

área S del círculo en función del diámetro d, j que

puede escribirse S = 0,785 d2. Adoptando el sistema de

T 

~X

P¡K. 19.

redes (aj de paralelas a los ejes coordenados, estas

redes serán

y = S\ íai)

y, eliminando S y d entre la ecuación propuesta y las

'" ), tendremos

0,785 x2 — y = [2]

que es la ecuación de la curva AB de la figura 19 en

este caso, y que, como puede verse, es una parábola

de 2.° grado que pasa por el origen de coordenadas, y

cuyo parámetro es O,637, puesto que la [2] puede es

cribirse

x2 = 2 X 0,637 y :
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La figura 20 (lámina I) es el ábaco de la ecuación [1]

construído con módulos Om,002 para la escala S y O,01

para la escala d.

Para hacer la anamorfosis, es preciso transformar

la [1] de manera que, elegidas otras redes (a), resulte

la [2] de primer grado, o variar una de las redes (at) de

manera que se obtenga el mismo resultado. Lo primero

puede hacerse tomando en [1] logaritmos, con lo cual se

convierte en

log S = log 0,785 + 2 log d [!']

y eligiendo las redes

(«o
y = log d \

la eliminación de S y d entre las ecuaciones [!'] y [a2],

da por resultado la recta

y — 2x = log 0,785

fácil de construir, con la que se obtiene el ábaco de la

figura 21 (lámina II) que esté hecho con el módu

lo Om,10 (1).

Lo segundo puede hacerse con la propuesta

S = O,785 d'2, adoptando las redes

x = d*

y=S

que darán, después de hecha la eliminación, la recta

[2"]

(1) Como puede verse en la figura 21, el papel logarítmico o

cuadriculado según la escala logarítmica facilita extraordinaria

mente las construcciones de abacos de esta clase.



Trazada esta recta (fig. 22, lámina III) y adoptado un

módulo m = Om,002, por ejemplo, se acotará el eje de las

Y con una escala regular, y el eje de las X con una esca

la de cuadrados (x = md2), bastando después trazar las

paralelas correspondientes para terminar el ábaco.

8.—Abacos de escalas de igual soporte.—Hemos visto

(n.° 6) que si se ha hecho la anamorfosis en la ecua

ción [1], F («6) == O, será preciso que las ecuaciones

(a)

sean redes de rectas y, por lo tanto, que afecten la forma

lineal.

a) ^ «) = O (a)

O (6)

Pero como toda solución del sistema («) (e) ha de

serlo de F(«6) = O, y recíprocamente (n.° 2), es claro

que el determinante

/•(a) cp(a)

[2]

que contiene la condición para las soluciones comunes

del sistema ( «) ( 6), debe identificarse con la ecuación

propuesta, para que éste sea representare por las redes

de rectas indicadas.

Consideremos ahora las líneas definidas por las

ecuaciones

= O
íc= O

0 =
_

9(6)
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- 36 —

que, en coordenadas cartesianas, representan el eje de

las Y. La condición A = O, expresa la superposición de

las líneas acotadas [«] y [6] puesto que si se tiene

9 («) t (6)

resulta, evidentemente, la condición [2]

-««)?(«) = o

Esto indica en lenguaje geométrico, que, construímos

con el mismo módulo las escalas rectilíneas

u = m . .
<p (a)

a uno y otro lado del mismo soporte OY (fig. 23), coin

cidirán siempre las cotas de dos valores «j QI que satisfa

gan la ecuación [1] propuesta, y tendremos el nomogra

ma más sencillo, con la clave más sencilla posible, pues

bastará buscar en su escala el valor «j que se tenga,

para encontrar a su lado la cota 6j del 6 que le corres

ponde.

Es, pues, claro que, siempre que la ecuación propues

ta sea de la forma A = O, y en general de la forma

podrá representarse por un nomograma compuesto de

dos escalas rectilíneas construídas sobre el mismo so

porte.

Ejemplos.-—!.0 La ecuación ya indicada S = O,785a2

puede nomografiarse construyendo a un lado y otro de

la recta AB las escalas.

u = mS

u = m. 0,785 (P
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y haciendo que coincidan dos valores cualesquiera co

rrespondientes. Así se ha construído el nomograma

de la figura 23 (lámina IV) adoptando como módulo

m = O,002. De modo análogo se construiría

log S = log 0,785 + 2 log d

trazando las escalas

u = m log S

v = m [log 0,785 + 2 log d]

que se ha realizado en la figura 24 (lámina IV) acoplan

do los valores d = 1, S = O,785 de dos escalas logarít

micas de módulos Om,20 y Om,10 respectivamente.

2.° El volumen de la esfera tiene por expresión, en

función del diámetro

y tomando logaritmos

log V = log 0,5235 + 3 log d

se construirá el nomograma con las escalas

u = m log V

v = m [log 0,5235 + 3 log d]

siendo aun más sencillo construir la escala u con mó

dulo m = O,05, y después la u' = log d con módulo

m' = 3 X O,05 = Om,15, acoplando los valores d = 1 y

V = O,5235. Así se ha hecho en la figura 25 (lámina IV).

3.° Sea la ecuación exponencial y = ex, que puede

escribirse

logy = xloge o sea, puesto que e = 2,7182, y log e = 0,43427

log y = 0,43427x



LÁMINA IV

7-

tf-

Pig. 24.

Figs. 23 y 24.—Área del circulo 8 = 0,785 . á

Fig. 25.—Volumen de la esfera V= 0,5235 . (

Fig. 26. —Ecuación exponencial y = ex

••7

Fig. 25.

r ••

-r»
-tf

Fig. 26
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Adoptando como módulo Om,05 resulta el nomogra

ma de la figura 26 (lámina IV) compuesto como se ve de

la escala natural

u = Om,02172*

y de la logarítmica,

habiéndose hecho coincidir las escalas en los valores

x = 1, e y = 2,7182.

DI.—^REPRESENTACIÓN DE ECUACIONES DE TRES

VARIABLES.

9.—Abacos cartesianos.—Consideremos la ecuación

de tres variables

F(a«r) = 0 [1]

y las de tres redes de curvas [a]

tales, que, eliminando entre ellas x e y se obtenga la

propuesta [1]. Es claro que a toda solución («, e, y,) de

esta última corresponderán tres curvas, cada una de un

sistema, de las redes (a), curvas que pasarán por un mis

mo punto M representativo de la solución buscada, obte
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niéndose un ábaco compuesto de tres redes (fig. 5) cuya

clave será la más sencilla posible (n.° 3, a).

Siendo arbitraria la elección de dos de las redes (a),

[n.° 3] la tercera resultará de la eliminación de « y 6

entre estas ecuaciones y la propuesta; por tanto, lo más

sencillo es elegir estas dos redes, de la forma

X = a.) . ,,

es decir, de rectas paralelas a los ejes coordenados, en

cuyo caso la 3.a red será, evidentemente,

•

obteniéndose entonces un ábaco cartesiano, compuesto

de dos sistemas de paralelas a los ejes coordenados y

de un sistema de curvas dadas por la ecuación (a").

Ejemplos.— 1 .° ABACOS DE LA MULTIPLICACIÓN.—Sea

la ecuación F (« 6 y) = O en es^e cas°

a = 6y es decir a — ?f = O [1]

Escogiendo las redes de paralelas a los ejes coorde

nados

x = ¡

y eliminando 6 y y entre las ecuaciones [1] y (a') resulta

para la tercera red la ecuación

a = xy (a")

que, como puede verse, representa una serie de Mpérbo-
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las equiláteras cuyas asímtotas son los ejes coordena

dos. El ábaco será el represetado en la figura 27 (lámi

na V), construído con las escalas naturales OX, OY, y la

serie de hipérbolas (a").

Para ver la influencia que en la facilidad de construir

el ábaco tiene la buena elección de las redes (a), sapoE-

gamos en la misma ecuación [1] que se adoptar Jas

redes

ÍI'.

la tercera red será entonces

es decir, un haz de rectas que pasarán jnr -e

cuyos coeficientes angulares son los -vaiare- «- -.

figura 28 (lámina VI) aparece este ÚIMIX «c*--

puede verse, es mucho más sencillo u* rvaorur-

manejar que el de la figura 27.

2.° ABACO DE LA ELEVACIÓX > »*irES>'TA> -

ra la ecuación

a- £

en la que tomando logaritnw* rseca.

 

las redes

cera iwi
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o sea un haz de rectas que pasan por el origen y cuyos

coeficientes angulares son los valores de y. Para cons

truir este ábaco se toman en los ejes coordenados esca

las logarítmicas (fig. 29) y se construye después el

haz (a") con el mismo módulo, lo que no ofrece dificul-

 

o •/

tad. Resulta, sin embargo, el ábaco mal dispuesto para su

uso, por lo cual conviene aumentar el módulo de la es

cala 6 recurriendo a los multiplicadores correspondien

tes. Supongamos adoptado el módulo Om,05; se tendría

Om,05 log a = Om,05 r • Om,05 log %

multiplicando y dividiendo por 4 el segundo miembro

sería

0,05 log a = 0,0133 r 0,20 log %

obteniéndose la disposición de la figura 30 (lámina VII)

mucho más conveniente que la anterior.



LÁMINA VH

 

Fig. 30.—Abaco para elevación a potencia* y extracción de raices.
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3.° ABACO DE LA ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO.

Sea la ecuación propuesta F («6r) — O, la

0 (1]

Escogiendo las redes

x = t) ...
i (a )

2/ = Y )

la tercera red será

y = — a.x — a* (a")

que, como puede verse, está formada por una serie de

rectas cuyos coeficientes angulares son los valores de «

y cuyas ordenadas en el origen son los valores «2. En la

figura 31 (lámina VE) se representa este ábaco, muy cu

rioso, porque todas las rectas («) tienen por envolvente

una parábola (1), cuya ecuación es

10.—El entrecruzamiento de las paralelas a los ejes

hace estos ábacos de lectura incómoda, por lo cual sue

le suprimirse su trazado sin más que acotar los ejes y

usar para la lectura un transparente en el que se di

bujan dos rectas o índices perpendiculares (fig. 30).

Para leer en el ábaco se coloca el transparente de ma

nera que pase uno de sus índices por la cota del eje OX,

y se corre hasta que el perpendicular pase por la OY,

(1) Derivando en la ecuación (a") se obtiene O = — x — 2a, y

eliminando a entre esta ecuación y la (a") se llega a la

x

y—
4
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leyendo después la cota de la línea en que esté el pun

to M, cota que será la solución .del problema. Como los

índices AB, CD han de ser paralelos a los ejes OX, OY,

es conveniente en muchos casos usar un transparente

cuadriculado para no obtener error alguno, sobre todo

cuando la incógnita está representada por las cotas de

uno de los ejes OX, OY.

11.—Abacos polares.—Si, como se ha indicado en el

n.° 2, se refieren las ecuaciones (a) a un polo y eje polar,

el procedimiento de obtener el ábaco es el mismo expli

cado (9), sin más que la consideración del cambio de

coordenadas. En este caso las redes más sencillas que

pueden suponerse son

es decir, una serie de circunferencias cuyo centro es el

polo, y cuyos radios son los valores de «, y una serie

de rectas que pasan por el origen y cuyo ángulo con el

eje polar varía con 6: la tercera red será como siempre

el resultado de eliminar « y 6 entre las ecuaciones (a)

y la propuesta, o sea

= O («")

Sea, por ejemplo, la conocida fórmula de los trián

gulos rectángulos

a = ScosY [1]

Haciendo

. • • • I í

resulta, eliminando 6 y Y

a = p eos o) [«"]
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que es la ecuación de una serie de rectas perpendicula

res al eje polar y que distan del polo los valores de «.

Adoptando el mismo módulo para las tres variables, y

siendo OX el eje polar (fig. 32 lámina VIII), se construi

rán una serie de circunferencias de radios 1, 2, 3 , cuyo

centro sea el polo O, y después una serie de rectas tales,

que su ángulo con el eje polar sea los valores de Y; si

después, y sobre las mismas cotas del eje polar, se le

vantan perpendiculares a dicho eje, tendremos construí

do el ábaco, cuya clave será: buscar el radio cuya cota

sea el valor Y, hasta encontrar su punto de intersección

con el círculo cuya cota sea 6, la cota de la perpendicu

lar OX que pase por el punto anterior será el valor de «

correspondiente.

De modo análogo se construirán las ábacos « = 6 sen y

y « = 6 tang Y.

12.—Anamorfosis.—Vamos a buscar el medio de que

la ecuación propuesta F (« 6 Y) = O pueda representarse

por tres redes de rectas, o al menos por tres redes de

círculos, al objeto de facilitar todo lo posible las cons

trucciones, evitando las curvas, no siempre sencillas,

que pueden resultar de la eliminacion de « y 6 entre las

ecuaciones [1] y (a).

a). Anamorfosis circular.—Sabemos que, en gene

ral, para que una ecuación de segundo grado con dos

variables represente un círculo referido a ejes rectan

gulares, es preciso que falte el término en xy, y que

los coeficientes de los cuadrados de las variables sean

iguales y del mismo signo, por tanto, las ecuaciones

generales de tres redes de círculos serán

f(xya.) = ai (x- + í/2) + xf(a.)+y<f(a) + ([)(«) = O

f(xyS) = a,(x1 + y'!) + xf(í) + y<f^) + *(«) = O

f(xy-f) = a, (x- + y'-) + xf(T ) + y<f(r) + <Kr) = O

en que at, a2, a3 son constantes y, f, 9, <ji, funciones di

versas de las variables, que para mayor sencillez re
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presentaremos por los subíndices 1, 2, 3. Si eliminando

x e y entre estas ecuaciones, la propuesta F («6y) = O

puede identificarse con la resultante de esta eliminación,

será posible representarla por el sistema de redes (a).

Para hacer esta operación, Mr. D'Ocagne elimina pri

mero x2 -f- y2 entre las ecuaciones (a) tomadas dos a

dos, lo que da por resultado tres ecuaciones de la forma

representando n m las diversas combinaciones de los

subíndices 1, 2, 3, etc.

Sumando las tres ecuaciones [6] multiplicadas res

pectivamente, primero por 9,9293 y después por A/a/s se

llega a las dos ecuaciones

[c]

fl <*>! «1
ai <fi th

A 9í «i T — Oh tps (|J2

/3 93 as «S ?3 «l'S

fl 9l «1 fi ai tl>i

A ?! «2 y — A as fyi

A 9s as fa «s (l's

= 0

Si, por otra parte, se multiplican las tres ecuaciones

dadas respectivamente por f2y, — f^,, f,^ — f^s y

fift — /»9!, y se suman los resultados, se llega a la

fl <?3

fí fí <l>,

A 92 <K

f« <Ps 4>s

= 0 {,1}

Y eliminando, por último, x e y entre las fe] y la [d]

se llega a la resultante buscada

A =

Os <P3 4>3

 

ai

X

fl

/3 93

= 0
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Llamando ahora D al determinante

fí <Fl 4>!

fl <?>2 4>2

/3 ¥3 4>3

y Df D9 D<]> al resultado de sustituir en D, las f,y o <p por

las a, la resultante A podrá expresarse abreviadamente

por

[2]

que debe identificarse con la F («SY) = O para que ésta

pueda representarse por las tres redes de círculos.

Cuando at = a2 = O, dos de las redes (a) son de

rectas y la ecuación [2] se convierte en la

[8]

y, finalmente, cuando aj = a2 = a3 = O, las tres redes

son rectilíneas y la [2] se convierte en

fí <fl 41!

fí 92 4>2 = 0 .*]

Ejemplos.— 1.° Sea la ecuación F («e y) =- O la

r — o sea [1]

que sirve para hallar el radio de un segmento circular

AMB (fig. 33) en función de la fiecha f = MN y de la
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f*

cuerda c = AB. Haciendo /"= «, —- = 6, r = Y la [1] se
¿í

escribirá

a"- + & — 2ya = 0 [1]

resultando, por tanto, que fa 9j ^ serán funciones de «,

 

/2 92 $2 de 6 y /s 93 4*3 de y. Si en la ecuación [3] anterior

suponemos

fi —

<¡>2 =

se convertirá en

0 —a
2 1 —a 2 1 0

1 0 —a

+ + X 0 1 — 8

1 -g 0 -8 0 1

— 2yO 0

= 0

que haciendo operaciones se identifica en absoluto con
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la propuesta [1]. Esta será, por tanto, representable por

las redes (a), que para el caso son

f(xy*) = Q Cr2 + y'¿) + x X 1 + y X O - a = O

o sea

x = o., es decir, x = f

f (xy g) = O (r + tf) + x X O + y X 1 - « = O

o sea

= g, es decir, V = ~

o sea

x* + y'¡ — 2Y# = O, es decir, f + ~ — 2r/'= 0.

El ábaco (fig. 34, lámina IX) estará, pues, constituído

por dos redes de paralelas a los ejes coordenados rec

tangulares OX, OY, y una serie de círculos (representa

tivos de la variable r) cuyos centros están todos sobre

el eje OX a distancias del origen X ^> r, y cuyos radios

son también p .--— r, por lo cual pasan todos por dicho

origen O.

La clave del ábaco es la misma conocida, con la par

ticularidad de que, cuando la incognita es f, la recta

paralela al eje OX, cuya cota es cj, puede cortar en dos

puntos (caso de la figura), ser tangente, o no cortar a la

circunferencia cuya cota es el valor rj? dado de r, resul



— 48 —

tando, por lo tanto, dos una o ninguna solución para /'.

Esto es consecuencia natural de la forma de la ecua

ción [1] representada; despejando, en efecto, f, se tiene

donde se ve que cuando r^>-^-,f tiene dos valores rea-
64

f»

les y positivos (MN y NM', fig. 33); cuando r = -^ hay una
_

solución, f=r-,es decir, se trata de un semicírculo, y

ft

que cuando r <C^- Atiene valores imaginarios, es decir,
¿2

no hay solución.

2.° Otro caso muy sencillo de representación por

rectas y círculos es la ecuación

[1]

de Pitágoras, en la que se ve en seguida puede represen

tarse por un ábaco formado de paralelas a los ejes

03 =

y una serie de circunferencias

cuyo centro es el origen y cuyos radios son los valores

de Y (fig. 3o, lámina X).

b). Anamorfosis rectilínea.—Es la más empleada y

sencilla, y, según hemos visto anteriormente, si la pro-



>

 

+

te

&
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puesta F («6 Y) = O puede identificarse con el desarrollo

del determinante

D = ft 'fi T>»

/¿ ?« '%

= 0

aquélla será representable por las tres redes de rectas

— O

/ka; -f-?«

Si, además, multiplicamos el determinante D por el

d = v2

compuesto de 9 parámetros, que cumplan con la condi

ción d 3g O, obtendremos una matriz do la forma

[5]

que contendrá, evidentemente, todos los ábacos posibles

de la propuesta, puesto que toda solución de [5] lo es

de [4] j, portante, de F (« 6 Y) = °-

13.—Abacos de redes rectilíneas y abacos correlativos

de puntos alineados: condiciones para que una ecuación

dada sea representable por este procedimiento.—Veamos

las modificaciones que pueden introducirse para hacer

los ábacos más sencillos posibles, y, desde luego, en la

hipótesis d = l.
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1.a Que dos de las rectas (a) sean haces de parale

las a los ejes coordenados (fig. 36). En este caso, debe

tenerse simultáneamente, siendo k y r constantes,

/; = fe,

f., ~0

, = o

y, por tanto,

O r-2 '-12

fa <?

— fci •M°rH
I í"2 6» I

[5]

2.a Que, ocurriendo lo anterior, las rectas de la ter-

 

Fig. 36.

cera red pasen por el origen (fig. 37); esto introduce la

nueva condición 413 = O, y, por tanto,

O r242

fí ?3 O

o3 0

-ii = O [6]

3.a Que siendo dos de'las rectas (a) haces de para

lelas a los ejes coordenados, el tercer haz sea de rectas
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que formen ángulos iguales con dichos ejes (fig. 38). En

f=<;

2727

JX)
 

/

Fig. 37.

tal caso, estas rectas serán perpendiculares a la bisectriz

 

del ángulo de los ejes, cuya ecuación es, como sabemos,

y deberán ser sus ecuaciones de la forma

y = — x+ m



- 52 —

lo que introduce las condiciones

y, por tanto,

o

r, $

r.
n=o i?]

4.a Un haz de paralelas a uno de los ejes, y dos

haces de radiantes dirigidos en sentido contrario (figu-

 

o' x

Fig. 39.

ra 39). En tal caso, llamando m a la magnitud OO', la

ecuación del haz (Y) será de la forma

tri)-\-ya =

Y, suponiendo que el primer haz de rectas (a) es el

paralelo a uno de los ejes, al X por ejemplo, tendremos

en D las siguientes condiciones generales

i = O <pi = r,
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o las más sencillas

fi = O <?, = »-,

» o3 = m

que llevadas a [4] le convierten en

O r, i,

/T2 <?2 O

fes '-¿3 Wt

= 0 [8]

5.° Abacos de puntos alineados.—Acabamos de ver

(n.° 12) que la condición (5) s = O contiene todos los

ábacos posibles de la ecuación propuesta F(«6Y) = 0

siempre que pueda hacerse la identificación entre am

bas. Escribiendo para mayor sencillez el determinante a

bajo la forma

8 =

-F, *i Ti

F* *, «F,

Ft *» W,

_„. r\

en que F, *, w, tienen análoga significación que f, 9,

se tendrán las tres redes de rectas

'F = 0 (a)

dando a F, * y »F los subíndices 1, 2, 3, respectivamente.

Consideremos ahora las tres curvas acotadas, referi

das a los mismos ejes

x =

[6]

Z/:

*t

M

T.

(6)
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y una recta MN que pasa por tres puntos de cotas

«,, 61, YI, tal68 (lue sean una solución de la propuesta

F(«6Y)=0.

Si llamamos xtyt, x2y,¿, x3y3, a las coordenadas de los

puntos cuyas cotas son &„ 61, YI, la recta que pasa por

(xtyt) (^22/2) tendrá por ecuación

o sea

y la que pasa por los puntos (xty^) (x3y3) será

y-y> = ~^~(x-xJ • W
o/s — «t-i

o sea

•

(x3 — Xí)y — (y3 — yi) x + («s — x¿ (yi — x¡) = 0.

Para que las rectas (m) y (re) sean idénticas, es decir,

se confundan en una sola, basta igualar sus coeficientes,

lo que da

— Xi = Xs — Xi es decir, % = Xa o sea -™^- = -^
-^ 2 •*• s

o. sea las condiciones
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que verifican precisamente el determinante 8 = 0. Lue

go este determinante expresa, no sólo la condición para

que las tres rectas (a) se corten en un punto, sino tam

bién la de que los tres puntos «,6^i de las curvas

[«], [6], [Y] están en línea recta, o, lo que es igual, que,

si la propuesta F(«6y) = O puede identificarse con 8,

dicha ecuación será representable por las tres curvas

acotadas [«], [6] y [y]-

Este es el principio general de los puntos correlati

vos de Mr. d'Ocagne y de sus ábacos de puntos alinea

dos o nomogramas; a cada recta del sistema (a) corres

ponde un punto del sistema (6) y recíprocamente, pu-

diendo llegarse al mismo resultado por la consideración

de las coordenadas tangenciales. En efecto, si al repre

sentar la propuesta por las tres redes de rectas

[a]

observamos que las coordenadas tangenciales de estas

rectas son, respectivamente,

a

*'-
v —

Ft
u = -^-

O,
M

*l
~ =~

1 2 13

y recordamos que si haciendo la eliminación de « en

tre las ecuaciones [«], de 6 entre las [6] y de Y entre

las [y J se llega a relaciones de primer grado entre u y v,

de la forma

ai u -f- &i v -f- fí¡ = O

«2 '< + 62 V + ^2 = ü

«3« + k)« + C3 = 0
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cada una de estas ecuaciones representa un punto cuyas

coordenadas cartesianas son x=— y=— etc., y que
cj cj

además, será común a las rectas (a), es evidente que las

series de puntos que contienen las ecuaciones

'[fe]

serán comunes a las rectas (a) y tendrán por coordena

das cartesianas

1"3

Fácil es ver ahora que la condición necesaria para

que las tres rectas (a) tengan un punto común, o sea

8 = = 0

es exactamente la misma, necesaria para que tres pun

tos de los que representan las ecuaciones [b] estén en

línea recta.

Intentemos ahora, como lo hemos hecho anterior

mente, buscar los ábacos más sencillos de puntos ali

neados, y supongamos como antes, para mayor senci

llez, d = l, es decir, que consideramos el determinante

/i <fi 4-1

fí <?2 '¡fS

fs <f3 4-3

= 0
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y las curvas

33 =

f,

M

resultarán los siguientes casos, que podremos añadir a

los ya estudiados.

5.° Que una de las curvas [«], [6] o [yj sea una recta:

sea, por ejemplo, la [y]. Para ello ha de verificarse, eli

minando y

ax -\-by-\- c = 0

siendo a, b y c constantes, lo que equivale a suponer

constantes las relaciones

Si fuera $, = n = constante y f3 = O, la recta [y] es el

eje de las Y; si, por el contrario, es 9, = O, la recta será el

eje de las X; cuando $, = w y f3 = m la recta es paralela

al eje de las Y, siéndolo al eje de las X cuando 9, = m.

Además, si 4, = O, se tiene

x = y= co

y entonces la recta [y] está en el infinito y se reduce

a un punto situado en dicha región; finalmente, si son

a un tiempo f3 = O 93 = O, la recta [y] se convertirá en un

punto que es el origen de coordenadas.
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Llevando todas estas condiciones al determinan

te D = O, resultará

D =

A ?1 i I

A¡ ?» ''-i- = O Dos curvas y el eje de las Y

A ?i -i.

O ?.-. ?í

Dos curvas y el eje de las X, D —

D =

A ?i ¿i

A O n

= 0

= O Dos curvas y una paralela al eje de las Y

Dos curvas y una paralela al eje de las X, D =

D =

A Tí ?i

/* f/5 ''

/3 93 O

A <?i i-i

fs m n

= 0

= O Dos curvas y un punto en el infinito

Dos curvas y el origen de coordenadas D =

A NI vi

/2 'fu '4<s

O O ifs

= 0

7.° Que dos de las curvas, las [6] y [y], por ejemplo,

sean rectas.

Se dirá del sistema [6j lo que hemos dicho del [yj,

siendo de anotar el caso en que las dos escalas [6] y [y]

sean paralelas. Entonces debe ocurrir

/2 /3 , \ fl = Ml<5

-1— = -!— = constante, o sea

y se tendrá

= 0.

\ .
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8.° Que las tres curvas [«] [e] [Y] sean rectas. Se

dirá entonces de los tres sistemas lo que hemos dicho

del [yj, siendo también notable el caso en que las tres

sean paralelas. Entonces se verificará

T\

= 0.

Si, además, las tres son paralelas al eje Y o al eje X,

será

D

O <9,

O s>s

o <?3

= 0

/; o m

A O n

faOr

Cuando simultáneamente se tenga f=0 y 9 = 0 en

cada línea del determinante D, el nomograma se reduce

a un punto, que será el origen de coordenadas, y cuan

do cj), = <]>j = <]>3 = O el nomograma se reduce también a

un punto situado en el infinito.

En este último caso, sin embargo, no debe creerse

que la ecuación propuesta es imposible de representar

por un ábaco de puntos alineados, pues recurriendo al

determinante 8 = D.d, se ve que, aun siendo simultá

neamente <|>i = i» = $, = O, puede haber un nomograma

definido por tres escalas de la forma

14.—Para ver ahora la correlación entre los ábacos y

los nomogramas, compararemos los casos 1, 2 y 4 de

rectas acotadas con las formas de puntos alineados.
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Todo sistema de paralelas a uno de los ejes está de

finido por la condición f = k, 9 = O, o recíprocamente,

que en puntos alineados significa' una escala cuyo so

porte es uno de los ejes.

Todo sistema de radiantes que no pasa por el origen,

requiere la condición <¡> = m, que nos da en puntos ali

neados, una escala rectilínea; esta escala será paralela a

uno de los ejes coordenados cuando al mismo tiempo.

sean f = O, o <p = 0. Cuando 41 = O todos los puntos

correlativos del haz de radiantes que pasan por el ori

gen, están en el infinito; hay entonces que cambiar de

ejes coordenados para volver a la forma $ = m anterior,

lo que se consigue sin gran dificultad en el determinan

te D, multiplicándole por un número conveniente de

parámetros .

Por último, todo sistema de rectas perpendiculares

a la bisectriz de los ejes, definido, como sabemos, por las

condiciones f= k y 41 = r, da en puntos alineados una

paralela al eje de las Y.

Falta ahora saber, una vez conocidas estas relaciones

analíticas, cómo puede deducirse geométricamente un

nomograma, es decir, un ábaco de puntos alineados, de

otros de rectas acotadas.

Para ello, supongamos trazado un ábaco definido

por las tres redes de rectas (a)

y sea MN (fig. 40) una recta cualquiera del ábaco, perte

neciente al sistema («), por ejemplo, y referida a los ejes

cartesianos OX, OY. Sus coordenadas tangenciales son

OM <h ON
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y supongamos queremos construir el punto correlativo

definido por la ecuación

Escogiendo el sistema de ejes paralelos AV, BV para

las coordenadas tangenciales, cuyos orígenes respecti

vos A y B estén situados, por ejemplo, sobre el eje car

tesiano OX y de tal modo que

AO=OB=d

es claro que, si hallamos dos sistemas de valores de u y

de v que satisfagan la ecuación (p), el punto que busca-

u
V

 

mos será el de intersección de las dos rectas definidas

por dichos pares de valores u v' y u" v".

Haciendo en (p) u' = O, resulta

V =

obteniéndose si — — = BR la recta AR, cuyas coorde

nadas son (0. v').
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Haciendo del mismo modo v" = O, resultará

y" - - *'U - -j-

por lo cual, si — ^ = AQt, la recta BOj será la de coor-

ii

denadas (u" 0) y el punto C de su intersección con la AR,

el correlativo que buscamos de la recta MN.

Puede ahorrarse la construcción de los ejes AU, BV

hallando directamente los valores x = OH y = HC de

las coordenadas cartesianas del punto C en función de

OA = OB = d, ÁQ y BR. Se tiene, en efecto, en los

triángulos semejantes AQB, CHB y ABR, ACH

BR

de donde

= i d ^'
BR + AQ

y sustituyendo este valor en cualquiera de los de y

.1, .

resulta y =

Las fórmulas anteriores pueden, por tanto, conside

rarse como las de transformación de ábacos en nomo

gramas y pueden ser muj útiles en la práctica, como

tendremos ocasión de ver.

Cuando MN pertenece a un haz de paralelas al
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eje OX, por ejemplo, se tiene, como sabemos, f= O, 9 = k

y, por tanto, x = dy = — ff, es decir, que el lugar geo-
K

métrico o soporte de los puntos C es el eje BV, y del

mismo modo se vería que el eje AU representa la recta

correlativa de un haz de paralelas al cartesiano OY.

Cuando MN pertenece a un haz de radiantes que

pasa por el origen O , se tiene $ = O, y, por tan

to, x — — d ?j * y = O, es decir, la recta AB. Si el

haz de radiantes no pasa por el origen, y su punto

central tiene por coordenadas xt = a yt = b, trasladan

do el origen O de coordenadas a dicho punto (a 6),

conservando el paralelismo de los ejes, estaremos en el

caso anterior y la recta correlativa del radiante será el

nuevo eje X' de coordenadas.

Cuando MN pertenece a un haz de paralelas cuales

quiera, la relación ~ = k es constante, y se tiene

k + L

es decir, una paralela al eje OY.

Vemos pues: 1.° Que al ábaco de la figura 36 corres

ponde un nomograma formado (fig. 41) por dos parale

las acotadas AU y VB, y una tercera recta [y] siempre

que el sistema (Y) sea de paralelas: si no lo fuese el so

porte [y] sería una curva.

2.° Que al ábaco de la figura 37 corresponde un

nomograma formado por dos paralelas acotadas (figu

ra 42) AU BV, y una tercera recta AB que formará con

las AU BV un ángulo igual al de los ejes coordena

dos OX OY.



— 64 —

3.° Que al ábaco de la figura 38 corresponde un

nomograma análogo al de la figura 41.

4.° Que al abaco de la figura 39 corresponden tres

rectas acotadas (fig. 40), el eje BV, el OX y este último

eje con la acotación [y] además de la [6], sin más dife

rencia que los orígenes de las dos graduaciones [e] y [y]

están en puntos diferentes del eje OX.

15.- Como aplicación de todo lo dicho vamos a ocu

parnos ahora de la representación nomográfica de di-

u V

tol

M.

 

Fig. 41. Fig. 42.

versos tipos de ecuaciones de tres variables que son

muy frecuentes en la práctica.

16.—Forma ft-\-fz~ f3- Es el caso en que la ecua

ción propuesta F («6y) = O presenta sus tres variables

«, 6, Y, como funciones de igual característica /, pudiéndo

se además separar las variables como indica la notación.

El determinante D que se identifica con la propuesta

es de la forma

f, i o

D— /; o i =o t&l

A i i

A
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del que vamos a ver los ábacos y nomogramas más sen

cillos que pueden deducirse.

a). Abacos.—Puede construirse un ábaco de la for

ma [7] (fig. 38), constituído por las redes de rectas

(«O

(«)

(r)

1 y ~ — fi paralelas al eje OX.

x = — fi paralelas al eje O Y.

haz de paralelas de igual inclinación

con respecto a los ejes coordenados.

A estos ábacos, cuando el ángulo de los ejes es de

120°, se les llama exagonales, porque si las redes («)

 

y (e) no se dibujan, sustituyéndolas por los ejes OY,

OX acotados con arreglo a los valores /i, fz y el

haz [y] se sustituye por la bisectriz OE (fig. 43) del án

gulo de los ejes, también acotada con arreglo a los va

lores

e = ft eos 60°



— 66 —

habremos evitado el trazar las tres redes de paralelas, y

podremos leer en el ábaco sin más que trazar en un pa

pel transparente tres índices, Ij, 12, I3, respectivamente,

perpendiculares a las escalas fa, f% j f3, que, como puede

verse, tienen la posición de las diagonales de un exágo

no. En efecto, colocando los índices Ij, I2 de modo que,

siendo perpendiculares a las escalas respectivas, pasen

por las cotas [«] [e] de ft, fa, el tercer índice pasará por

la cota [ fi] de la solución de F («6 Y) = O-

Ejemplo.—El área de la elipse tiene por expresión

siendo D y d sus ejes. Tomando logaritmos se tiene

log S = log— -f log D + log d

ecuación comprendida dentro del tipo que considera

mos, y cuyo ábaco exagonal puede construirse (fig. 44,

lámina XI) con las escalas (adoptando el módulo O,05)

[a] • £ = Om,05 log S según OY

[6] ft — Om,05 [1,8957 + log D] según OX

[f] A = Om,05 log d según OE.

b) Nomogramas.—Según hemos visto anterior

mente (n.° 14), a los ábacos construídos corresponden

nomogramas formados por tres escalas paralelas. En

efecto, del determinante [5] se deduce, sumando las co

lumnas segunda y tercera, el

D' =

A i i

A o i

A i i

= 0

\
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del cual se obtiene (n.° 13-5.°) el nomograma constituí

do por las rectas acotadas

[a] I ~ '¿ paralela al eje de las X a la distancia 1

[$} X^Lf el eje de las X

paralela al eje de las X a la distancia—•
¿

Si no conviniese esta disposición del nomograma y

se quiere que las escalas estén separadas una distan

cia d = OA = AB (fig. 45), puede multiplicarse D' por

2d, para lo cual basta, como se sabe, multiplicar una de

sus columnas. Si lo hacemos con la segunda resultará

/i o i

f, 2<Z 2.

= 0

obteniéndose entonces las rectas acotadas

. . . . BB'

ro i:iní o*

M i;_í i AA'

A veces, sin embargo, no se obtiene todavía una

buena disposición del nomograma, dados los módulos

que es preciso elegir y el tamaño que para el dibujo nos

conviene; sean, por ejemplo, mi, m2, m3 los módulos que

debemos adoptar para /i, /"2, f3 con .arreglo al campo en

f
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que se mueve cada variable, y sean OB = a j OA = b

las distancias que nos convienen entre las escalas, dada

JS.

O A B

Kg. 45.

la extensión del dibujo; las ecuaciones de las tres esca

las serían

X =

M
X —

y el determinante generador del nomograma tendría la

forma

£"' =

mi fi a 1

m*f» O 1

WÍs/s b 1

— O = — mi &A — (a — + mtafa

pero si D'" ha de identificarse con la ecuación pro

puesta A + /a = /s será necesario que

wii b = (a — fc) i»» = a ma

de donde se deducen las condiciones

»»i a

= T-
j»3 b

a — b nú ,
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y sustituyendo en la segunda — = — se llegará fácil

mente a la segunda condición

lll

Elegidas, por tanto, las rectas OX, BB' (fig. 45) y los

módulos »%, mz, el tercer módulo m3 vendrá dado por

la relación [m] y la posición de la tercera recta AA' por

el resultado de despejar 6 en la ecuación [ri\.

Ejemplos.— í.° Sea la ecuación, ya vista (n.° 9) « = 6y

de la multiplicación: tomando logaritmos, se convierte en

!o£• a = ]og í + log y.

Adoptando el mismo módulo Om,1O, verbigracia, para

las tres escalas, resultará el nomograma de la figura 46

(lámina XI) construído con las escalas equidistantes

, , ( x = Om,5XOm,10loga

(í/=Om,5XOm,10

2.° Para determinar en topografía la posición de

un punto cualquiera del terreno sobre un plano, son

muy empleadas las ecuaciones

[1] D = g sen! a [2] z = D tg a [3] x — D sen 6 [4] y = D eos 6

que tomando logaritmos se convierten en las

a, [1]

¡Z\ / tg a • [2]

log ce = log D + log sen 6 - [8]

( y 1 ( eos 9 [4]
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que, pueden representarse por cuatro nomogramas aná

logos al de la figura 46. Pero si observamos que

log sen 6 y log cos e pueden tener el mfsmo módulo,

así como los log ce, log y que figuran en las [3] y [4], no

es difícil acoplar estos dos nomogramas en la forma

que se ve en la figura 47. Pero, puesto que también los

log# y log D que figuran en las [1] y [2] pueden cons

truirse con el mismo módulo, no hay inconveniente en

usar una escala común para dichas dos variables, escala

que puede colocarse sobre el mismo soporte de la £c, y,

A' s-

3

e' 3>'

5

-ii
,re/i0 X

z fe?.
\

fr
-71

Fig. 47.

aprovechando después el soporte de la escala D ([3}

y [4]) para colocar las D [1] y z [2], sin más que poner

también sobre' otro soporte cualquiera las otras escalas

restantes, o sea, 2 log sen « y tg «. De este modo, y sólo

con cuatro soportes, cada uno de dos escalas, se puede

llegar a obtener una tabla taquimétrica completa (figu

ra 47). La escala AA' lleva por cada lado las log

sen e y log cos e respectivamente; la BB' sirve por un

lado para las variables D y g, por el otro para las x

e y; la CC' lleva por un lado la escala D (fórmulas [3]

y [4]) y por otro las z y D (fórmula [1]) y, finalmente,

la DD' tiene a la derecha los valores de 2 log sen «, y a
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Fig. 48.—Nomograma para el taqnimetro.

Ecuacione^: D = p sen2 ¡x

.r = D sen O !/ = D eos 8
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la izquierda los de tg «, por lo cual las alineaciones que

se ven en la figura resuelven por completo el problema,

en una sola hoja de papel.

Respecto a módulos, lo más sencillo sería poner las

cuatro escalas equidistantes ,(ng- 47), pero esto tiene

inconvenientes, dentro del campo usual de las variables,

para los nomogramas [1] y [2]. Para evitarlo, hemos re

currido en la figura 48 (lámina XII) a las fórmulas expli

cadas más arriba [n] y [m]. Para ello, y elegido el módu

lo Om, 10 para las escalas log sen e, log cos e y D (fórmu

las [3] y [4]), que se han colocado equidistantes a Om,05

una de otra, resulta Om,05 como módulo de las escalas

log x y log í/. Después, y para situar el cuarto soporte,

tenemos como dato (nomogramas [1] y [2]) (fig. 47)

por lo que, eligiendo el módulo Om,075 para las esca

las DD', o sean las 2 log sen » y tg «, se tiene además

m, = Om,075

quedando aún a nuestro arbitrio una de las cantida

des m3, o a = BD. Haciendo, pues, m^ = Om,05 la ecua

ción (n) da en seguida a = mt = Om,075, y la ecuación (m)

Om,00375

--

í«i— ro3 O^OTÓ- Om,05

que es el módulo con que está ¿construída la escala

común de logg y log D. Por último, dentro del mismo

soporte, la escala z está corrida un módulo (Om,05), ha

cia arriba, con respecto a la D, para mayor facilidad en

las lecturas y para poder colocar la escala tg « dentro

de los límites del dibujo.
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Puede observarse también en el nomograma (fig. 48)

la poca apreciación que tienen las escalas sen e y cose

para valores respectivamente superiores o inferiores

a 45°, ocurriendo cosa parecida con la tg «, así como en

todas ellas con los ángulos menores de 1°, que se han

suprimido por imposibilidad material del dibujo en los

límites adoptados. Este defecto puede corregirse hacien

do nomogramas especiales para estos valores de las

líneas trigonométricas, pero ni aun así se salva la difi

cultad de los valores ao que tienen log sen e y log cos e

para los de e cero y 90° respectivamente, por lo que

puede ser práctico el método de M. Lafay indicado en

la obra de M. R. Soreau. Identificando, en efecto, la

ecuación propuesta A + /2 = f3 °°n el determinante

D =

fi 1 O

/i o i

A i i

se deduce el nomograma

i 33 = 0 1 1 / 03 = 7

M .. ' M 7T M /3 '
i

f>

que se compone de tres escalas, que son el eje de las Y,

el de las X, y su bisectriz, acotadas respectivamente

. . , ,111
según los valores de -¿-, -¿- y -¿-.

li h I3

Sea, por ejemplo, la ecuación

sen b = sen B sen a

empleada en la resolución trigonométrica de los trián

gulos esféricos rectángulos; tomando logaritmos se tiene

log sen 6 = log sen B + log sen a

~\
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que puede transformarse en

(2 M — N log sen 6) = (M — N log sen B) + (M — N log sen a)

y se puede representar, según lo dicho, por las tres es

calas

(B) Y = según el eje de las Y
M — N log sen B

(a) . . ... . X = -VJ ^p¡ según el eje de las X
M — N log sen a

(6) Z — -¿-rf—^r^T =- según la bisectriz de los ejes.2M — N log sen b fc

En la figura 49 se representa el esquema de este no

 

mograma cuya teoría puede ser muy útil en las aplica

ciones.

17.—Forma '-j- = f3.—Como puede verse, esta forma

/2



— 74 —

se reduce por anamorfosis logarítmica a la anteriormen

te estudiada, admitiendo, por tanto, iguales ábacos y

nomogramas que aquélla. Conviene, sin embargo, ver

los que la son característicos, para lo cual observaremos

se identifica perfectamente con el determinante

D =

fi o i

/»-! O

o M

= 0

que, como puede verse, es igual al D2 (n.° 13), haciendo

en éste k ^= 1 r2 =— I,f3 — l q>3.= f3. Nuestra ecuación

podrá, pues, representarse por dos redes de paralelas a

los ejes y por un sistema de radiantes que pase por el

origen. En la figura 30 hemos visto ya un ábaco de esta

clase, y como nuevo ejemplo vamos a construir el de la

ecuación

V= * - = 0,
o 4

que da el volumen del cono en función del diámetro d,

de ía base y de su altura h. Se deducen las tres redes

X— F de paralelas al eje Y.

y = 0,2618 h de paralelas al eje X.

x = y d? de radiantes que pasan por el origen

y para construirlas se han adoptado en la figura 50

(lámina X1H) para V el módulo Om,0005 y para h el

de Om,01 (1).

(1) Puede subsanarse fácilmente el error cometido al pie de la

lámina. Debe decir: V = —-hd*.



 

Pig. 50.—Abaco para volumen del cono V = j^ '"*2
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Nomogramas.—Del determinante anterior se dedu

ce, sumando las dos últimas columnas

f, o i

D= fi-1 -1

ü U l + f,

que da las tres rectas acotadas

M ^ [ Eje de las X

— ft )
f Paralela al eje de las

a la distancia 1, y acotada en sentido contrario de f^ y la

M

o

f, ! eje de las Y.

T+7TJ

Se ve, por tanto, que, eligiendo los ejes oblicuos

OX, OY (fig. 51) y tomando OM = 1, el nomograma .

 

ng.

tendrá la forma de una Z, los ceros de las escalas fi y f3

estarán en el origen de coordenadas; el de la escala f2

en el punto M, puesto que para ft = O, fz es cero, sea

cualquiera el valor de f3.
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Si, para mayor facilidad en la construcción, quisiéra

mos hacer OM = d, siendo d una distancia determinada,

bastaría multiplicar el determinante por d; multiplican

do su segunda columna tendríamos

9=0 y =

Puede también necesitarse que ft y /"2 tengan módu

los distintos, y entonces habrá que ver el modo de cons

truir la escala lineal que representa en [y] la coordena

da y. Sea, en efecto, AM'B una solución cualquiera, la

semejanza de los triángulos que se ven en la figura da

OA OM'

MB ~ MM'

pero, puesto que OM' = y, se tendrá, siendo vn\, mz los

módulos de fa, f2.

y

— y

de donde se deduce, teniendo en cuenta la propues

ta '* — fia -¡r — / 3

/2

que es la escala lineal buscada.

Para construirla observaremos que el punto H (figu

ra 16) en que se encuentran todas las rectas que unen

puntos de igual cota, se halla en este caso en la recta
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MB (ñg. 52) siempre que la escala /V sea regular, o en

la recta OX siempre que la escala f% k) sea, por lo cual

bastará calcular por la fórmula [y] un valor cualquiera

de y, y unirlo por una recta con el punto de igual cota

de la escala ft, en la hipótesis de que ésta sea la regu

lar; el punto B será el centro de la radiación y se cons

truirá la escala como se ve en la figura 52.

Si ninguna de las escalas ft o fa fuese regular, se

trazará la OX' que lo sea, y, como la cota de f3 corres-

 

Fig. 52.

pondiente al punto M es siempre oo (punto que corres

ponde a la cero de /g), la MH paralela trazada desde M

a OX' unirá los puntos de cota 30 de las dos escalas OM

y OX', por lo cual en ella estará el punto H, qué se ob

tendrá, por consiguiente, hallando la intersección de di

cha paralela con la recta MÍ 3' que una cotas iguales

de OX' y OM.

Ejemplos.- 1° Sea la exponencial

= e"
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que sirve para el cálculo de la catenaria j de las funcio

nes llamadas hiperbólicas. Tomando logaritmos se tiene

que tiene la forma propuesta haciendo

fi = x log e = 0,43427 x

f¡ = log y

Los módulos adoptados para el nomograma de la

figura 53 (lámina XTV) son

*
d = Om,20

mi = O m,005 para la variable x

m-¡ = Om,10 para la variable log y

-. Om,005 m , . , ,

d---para la variable m
m,005m

y en el cual señalamos el punto H que sirve para gra

duar la escala m.

2.° La ecuación

expresa el volumen del paraboloide apolónico en fun

ción del diámetro d de la sección normal distante h del

vértice. Haciendo

A =7

ft = 0,392 h
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se ha construído el nomograma de la figura 54 (lámi

na XV) con las escalas '

= 0,0005 V

= 0,01 X 0;892 k

0,01 + 0,0005 d8

18.—Forma fi f3 + /2 9s + 4>s = 0.—Esta ecuación se

identifica con el determinante (5) (n.° 13)

1 O -A

o i -A
t

= 0

que da un ábaco compuesto de dos redes de paralelas

a los ejes x .= A, # = /2, y una serie de rectas definidas

por la ecuación

o un nomograma (n.° 14) compuesto de dos rectas para

lelas Au y Bv (fig. 55), acotadas según los valores de

fi J /2. Y una curva cuyas coordenadas cartesianas, con

respecto a los ejes OX OY, vienen definidas por las

ecuaciones

[r]

:=-d-

en las que d representa la distancia AO = QB.

Ejemplo.—Una ecuación de tercer grado es siempre

reductible a la forma



— so

que entra dentro de la propuesta, haciendo

de donde resulta el nomograma compuesto de dos rec

tas paralelas acotadas según los valores de p y q, y una

curva cuyas coordenadas cartesianas son (fig. 55)

=— d
z — 1

M

Haciendo d = Om,05, y dando a z valores positivos y

negativos O, 1, 2 , hemos construído el nomograma de

 

Fig. 65.

la figura 56 (lámina XVI), en el cual se ve que la ecua

ción no tiene sus tres raíces reales más que para valores

negativos de p, y también que cuando la cantidad

es negativa, las tres raíces son reales, habiendo una sola

raíz real cuando es positiva y dos raíces iguales cuando

es nula. En el dibujo se señalan las soluciones corres-
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Fig. 56. —Ecuación de tercer grado z- + j>2 + q — 0.

1 1 * //
í » t t :

\\ n, J /

!H ?

Fig. 71.—Nomograma de la ecuación V = m — <P . h.
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pendientes a p = 5, q = — 2, que da la raíz única, real

y positiva z = 0,333; p = — .60, q = -\- 20 que tienen

las tres raíces reales z = — 7,92 0= -f- 7,16 2 = + 0,33;

p = — 6 g = -{- 1O, que da una sola raíz negativa

z = — 3,11; por último, para q = O, hay sólo dos raíces

iguales de signos contrarios.

19.—Formas representares por nomogramas de un so

porte rectilíneo y dos curvilíneos.—Son, evidentemente,

representables de esta manera las ecuaciones que pue

dan identificarse con el determinante

/, o i

A 92 $2

fa ft <K

= 0

que da la recta

w í=o

y las dos curvas acotadas

1 Eje de las X

M

y =

*«

Vi

r,j Vi

- <fi

" ~ <N

Ejemplos.—1.° Sea la conocida ecuación de trigono

metría

sen "> -|- 86Ti

C08J7 + C08

~

en la que, haciendo ¿T = « e identificando con [a],
-¿

resulta

tga o i

= tga (eossen 7; 1 ooap

sen q — 1 eos q

) — sen p — seng = O
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que vendrá representada por el eje de las X, acotado

con los valores numéricos de tg «, y por las dos curvas

X = tgp ;

r--M
OOB ^ /

L- («I

003 g

simétricas con respecto al eje de las Xy acotadas según

los valores crecientes de p y q. En la figura 57 (lámi

na XVII) aparece el nomograma indicado, siendo, por

demás, sencilla la construcción de las curvas [p] y [q],

cuyas ecuaciones son, respectivamente',

x

aei\p
— J/ =

sen q

y que se facilita multiplicando por la cantidad d — Om,02

el determinante generador, con lo cual el origen de las

curvas [p] y [q] puede distanciarse cuanto se quiera y

convenga del eje de las X.

2.° Como caso curioso damos en la figura 58 (lámi

na XVIII) el nomograma construído por M. Soreau de

la ecuación

que da la velocidad v teórica de salida del agua por un

orificio rectangular practicado en pared delgada, sien

do hi, h2 los, valores de las distancias de los dos lados

horizontales del orificio, al nivel del agua, y g la acele

ración de la gravedad.

El determinante generador empleado es

0,358 u O 1

h?' 1 h,

•



LÁMINA XVII

4o'..

»"«*_

vi-

tS-

.

Í3--

-/,£'

p -\- q sen p + sen g
Fig. 57.-Ecnaoión: tg —— = coa¡l + coeq-
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Fig. 58.—Nomograma para la velocidad de salida del agua por orificio rectangular

practicado en pared delgada.

Ecuación: „,=1 -^ ^~'~'



que da el eje de las X acotado según los valores de

0,338 v y las dos curvas

1
V — -ÍT

M

que, como puede verse, se reducen a una sola hipérbo

la [fe], cuya ecuación es

y tiene por asíntotas los dos ejes coordenados.

IV.—KEPRESENTACIÓN DE ECUACIONES DE CUATRO

VARIABLES

20.—Idea general: caso en que existe la representación

sobre un plano, escalas binarias.— Sea la ecuación de

cuatro variables F(«6r8) = 0. Podemos concebir las

cuatro superficies

(a) f(xyz*) = Q\

(6) f(xyít) = ol

(Y) =

(8)

tales" que la propuesta sea el resultado de eliminar x, y, z,

entre las del sistema (a); una solución cualquiera de

este sistema será el punto de encuentro de las cuatro

superficies [«], [e], [y], [s], y será también solución de

F («6 Y 8) = O, por lo que, si elegimos arbitrariamente

tres de ellas, podremos obtener la cuarta por una

construcción geométrica, y tendremos representada la

propuesta por cuatro grupos de superficies acotadas
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(«) (6) (y) (í)- Dados tres valores «,6^1, se obtendrá fá

cilmente el correspondiente de s, sin más que hallar el

punto común de las superficies («,) («O (YI) Y leer la

cota 81 de la del grupo (a) que pase por dicho punto.

Mas se comprende que un ábaco de esta clase sería

imposible en la práctica por la dificultad de materiali

zar las superficies (a), y sólo cuando estas superficies

sean muy sencillas podremos llegar a una solución po

sible y utilizable sobre un plano.

Este caso se presenta cuando las superficies (a) son

 

Fig. 59.

cilindros, tales que las generatrices de dos de ellos

(«) (6) sean paralelas a una dirección D, y las genera

trices d« los otros dos (Y) (B) lo sean también a otra

recta cualquiera D'. Entonces, la intersección de los ci

lindros (ot) («) es paralela a D, y la intersección d«

los (Y) (e) a D', de donde se deduce que cualquier so

lución «^YiCi de la ecuación F («e Y?) se obtendrá por

la intersección de dos rectas situadas en un plano para

lelo al determinado por las direcciones DD'. Si, pues,

escogemos como ejes coordenados OZ, OY (fig. 5-9) ,dos

-.
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paralelas a D y D' respectivamente, y como eje de las X

una recta cualquiera que pase por O, la recta AM, inter

sección de los cilindros («i) (6¡) pasará por la A de sus

trazas «„ t¡ sobre el plano XY y será paralela al eje OZ,

del mismo modo que la intersección BM de los cilin

dros (y,) (8,) pasará por la B de sus trazas sobre el pla

no XZ y será paralela al eje Y; el plano AMBm, para

lelo al YZ, que contiene la solución M, tendrá sus trazas

paralelas a los ejes referidos, y si rebatimos el coorde

nado ZOY sobre el YOX alrededor de OX como charne

la, el punto m permanecerá fijo, así como el eje OY, el

punto A y las curvas «l, 6,; el eje OZ (fig. 60) se rebatirá

 

Fig. 60.

en OZj, el punto B en Bj, y tendremos un ábaco plano

cuya clave será: buscar el punto de intersección (A) de

las curvas («) (6) acotadas con los valores dados «,, 6,;

trazar por dicho punto una paralela Am a una dirección

dada OY, hasta que corte en m a la recta OX; tra

zar por m una paralela MBj, a otra dirección también

dada OZj? y ver el punto B, en que esta última corta a

la curva del sistema y cuya cota YI se conoce; la s, de la

curva (s) que pase por Bj será la solución buscada,

constituyendo el conjunto «, 6^181 una solución de la

propuesta F (««Y') = °-

Mas, si las superficies (a) son cilindros, las ecuacio



nes de sus trazas sobre un plano cualquiera XY (figu

ra 60) serán de la forma.

<f (x y a) = O curva a,

tp(ícy6) = 0 curva 61

<p (x y Y) = O curva YI

9 (ce y 8) = O curva Si

Eliminando y entre las dos primeras ecuaciones, la

abscisa Ow = x del punto de intersección de «, 6, será

x = F (<*«).

Y eh'minando también y entre las dos segundas ecua

ciones, se verá del mismo modo que la abscisa x del

punto de intersección de las curvas Yi8, es de la forma

luego para que haya ábaco plano, será preciso que se

verifique

i

x = x' = Om

o sea que la ecuación propuesta pueda identificarse

con la

[1]

Como puede verse, sea cualquiera el punto w, goza

de la propiedad de que en él concurren siempre las

rectas Am, Bm, que, siendo paralelas a dos direcciones

arbitrarias OY, OZ, pasan además por los puntos de in

tersección de dos curvas («,) (6,) y de otras dos (YI) (81),

cuyas cotas son una solución numérica de la propuesta
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A la línea OX, lugar geométrico de los puntos m, se

la llama escala binaria, pudiéndose, por tanto, definir

una escala de esta clase como compuesta de un eje OX

acotado, de una dirección cualquiera OY, y de dos redes

de curvas (&) (e) definidas por las ecuaciones

f(xy*) = (í y f(xy6) = 0

referidas a dichos ejes OX OY, tomados como coorde

nados.

Cuando las direcciones D, D' determinan un plano

 

Fig. 61.

perpendicular a OX, al hacer el rebatimiento del pla

no XOZ sobre el XOY, OZt j OY se confunden, así como

las rectas Am y Etm (fig. 60), de donde resulta simplifi

cada la clave, puesto que bastará trazar por la intersec

ción A de las curvas de cota*s «^ una paralela a OY,

ver su punto de encuentro Bj con la curva YI Y Icsr la

cota de la del sistema (5) que pasa por dicho punto.

21.—Representación por redes de rectas y líneas acota

das: claves.—Cuando los cilindros (a) que hemos consi

derado se convierten en planos, paralelos dos a dos a

las direcciones D y D', sus trazas son líneas rectas, y el



ábaeo queda formado por cuatro redes de reetas con la

clave consabida. Mas si consideramos aisladamente las

ecuaciones de tres variables

podemos suponer que en cada uno de los planos ZOX

y XOY existe un abaco formado (fig. 61) por dos redes

de rectas [»] [6] y una tercera red (m) de paralelas Nra

al eje OY, razón por la cual si acoplamos ambos abacos

por su escala común OX (m) llegaremos al mismo resul

tado expuesto anteriormente.

Ahora bien, si el abaco [«] [e] [m], por ejemplo, ha de

ser solución de la

[1]

deberá verificarse, como sabemos, entre las rectas

= O (a)

x

la condición

1 O —m

fi +

= 0.

Pero si sustituímos las redes (a) por curvas acotadas,

las ecuaciones de dichas curvas serán (n.° J 3)

x —
fyi + i'fi \

,, -j- > <PI (

__
—'•!'» + *•'
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lo qu©- nos dice claramente que la recta N'Nm que une

tres puntos correspondientes a una solución de la [1]

pasa también por el punto m; luego es posible construir

 

Fig. 63.

un nomograma compuesto de las cuatro curvas acota

das [«] [6] [f] y [s] (fig. 62), tal que las dos alineacio-

 

Fig. 63.

nes « — 6 y y — 8, concurran siempre en un mismo pun

to m de la escala binaria OX.

A estos nomogramas se les ha llamado de doble ali

neación concurrente: si sólo se hiciera la sustitución de
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las redes (a) por curvas acotadas en uno de los pla

nos ZOX o YOX, resultarían un ábaco y un nomograma

enlazados por la escala binaria OX, como, se ve en la

figura 63.

Fácil es apreciar comparando las figuras 62 y 63, que

cada uno de los sistemas planos tales como [«] se ha

sustituído por un cilindro [«] cuya traza sobre el plano

coordenado que se considera es la curva, lugar geomé

trico de los puntos correspondientes a las trazas de

dichos planos (a); si, en aquel caso, el punto común a

los cuatro planos cuyas cotas representan una solu

ción («,6iYi8i), se encuentra siempre en un plano parale-

 

> Fig. 64.

lo al YOZ y que pasa por el punto m, en la figura 63,

los cuatro puntos correspondientes a las rectas (ix16IY»8i),

solución de la propuesta F («6ya) = O, se encuentran

también en un plano MmM" que pasa por el mismo pun

to m. Veamo •• ahora los casos particulares que pueden

ocurrir.

22.—Los cuatro sistemas de planos («) (6) (Y) ($) son

paralelos a una misma dirección D. Si en tal caso corta

mos dichos planos por otro cualquiera P, no paralelo a

la recta D, las cuatro trazas «16iYiSi (fig. 64) de los que

representen una solución pasarán por un punto M, y la

clave del ábaco será ver el punto de intersección de las

rectas acotadas «„ 6,, YI y leer la cota de la recta del sis

tema (Y) que pase por M.
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Mas si en este caso consideramos hecha la sustitu

ción de las redes («) por curvas acotadas [« ], sobre cua

tro planos paralelos cualesquiera P«, Pe, PY Y P$ (figu

ra 65) cuyas distancias AB, BC, CD guarden entre sí una

relación determinada, los puntos cuyas cotas sean una

solución («AYA), estarán en un mismo plano AQHa',

que cortará a los P«, P«, P?, Ps según rectas parale-

 

Fig. 65.

las Aa', bb', ce' y dd'. Luego, proyectando el sistema

sobre un plano P paralelo a los dados, se obtendrá

un nomograma (fig. 66) tal que, cuatro rectas AjMj,

f^Nj, CjRj y djS! paralelas a una dirección y que pasen

por los puntos M^NiRjS-t cuyas cotas representan una

solución («A Y! 81), determinarán sobre otra recta A,^

segmentos Aj6j, b^ y ctd^ que estarán en la misma

relación de las distancias AB, BC y OD de los planos

primitivos.
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Para realizar la elave del nomograma en la práctica,

se dispondrá un transparente (flg. 67) en el que se tra-

 

Fig. 66.

zarán una recta AX, y una serie de perpendiculares a

ella que se acotarán con los números O, 1, 2, 3 Supo-

y.

1 1

  

Fig. 87.

niendo ahora, por ejemplo, que la incógnita es 5 y que

tomando AB por unidad (fig. 65) resulta, verbigracia,

= 2.AB CD = 3.AB

se hará pasar el índice O del transparente por el va

lor M, dado, de «, orientándolo después de manera que

dos de las paralelas pasen por los valores N y R, tam



bien dados, de g y y. Es claro que entonces, si es, por

ejemplo, el índice de cota 3 el que pasa por N, será el

índice de cota 3 + 2X3 = 9 el que pase por R, y debe

rá ser el de cota 9 -f- 3 X 3 = 18 quien marque por su

intersección con la curva [s]el valor S de dicha varia

ble que se busca.

A estos nomogramas se les llama proporcionales, y

puede haber en ellos diversas claves, algunas muy sen

cillas.

a). Cuando las distancias AB, BC, CD son iguales,

 

~B

Fig. 68.

basta, después de orientar el transparente de modo que

tres de sus índices pasen por M, N y R, leer en la cur

va [5] con el índice cuyo número sea tres veces mayor

que el N; la cota del índice que pasa por R tendrá que

ser doble de la del N.

6). Los cuatro planos P«, Pe, Py y Ps se reducen a

tres, P«6, PY y Ps (fig. 68). Entonces en el plano P«6

están las curvas [*] y [«], y la recta Aa' que une dos pan

tos de cotas a,lt t¡ es paralela a las bb' y ce' que pasan
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por los puntos de cotas ^ y y,, siendo («16^181) una so

lución de F (« eY 8) = 0.

La clave del nomograma, proyectado sobre AX, se

 

 
 

simplifica, pues si se hace pasar el índice de cota O (flgu-

 

Fig. 70.

ra 69) por los valores M y N de [«] y [6], quedará orien

tado el transparente, y las cotas de los índices que pasen
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AB
= K.por R y S deberán estar en relación numérica

c). Si los cuatro planos de la figura 66 se reducen

a dos P«6 y Py8 (fig. 70), las dos curvas [«] [e] estarán en

el primero, y en el segundo las [y] [8], resultando al

proyectar sobre AX que serán paralelas las rectas Aer'

y 66', que unen, respectivamente, los valores que repre

sentan una solución de la propuesta. Estos nomogramas

se llaman de doble alineación paralela y su clave es la

sencillísima indicada en la figura 71.

d). Si en el caso anterior hacemos girar 90° el sis-

 

Fig. 71.

tema de curvas [y] [í] con respecto al [«] [e], las rec

tas MN y RS que unen valores correspondientes de las

variables serán perpendiculares, resultando un nomo

grama llamado de doble alineación a escuadra, cuya

clave es la indicada en la figura 72, y en el que se lee

con un transparente donde se trazan de antemano dos

índices perpendiculares.

Como puede verse, estas dos últimas clases de no

mogramas son las más cómodas en la práctica, pues per

miten casi siempre una buena disposición de las escalas
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desde el momento en que el paralelismo o perpendicu

laridad de las alineaciones no se altera, aunque se des

place cualquiera de los sistemas [* ] [e] o [y] [s] paralela

mente a sí mismo.

Conviene, por tanto, ver los tipos generales de ecua

ciones que pueden ser representadas por este procedi

miento, dentro, desde luego, de la condición funda

mental indicada más arriba

es decir, que sea posible transformar la propuesta

rt)

 

Pig. T2.

F (« e Y 8) = O de manera que estén en un solo miembro

dos de las variables, y en el otro las otras dos.

23.—En la hipótesis de que los cilindros sean pla

nos, y las redes («) (e) (Y) (z) rectilíneas por tanto, y

suponiendo para mayor generalidad que los («) («) son

paralelos a la recta

y = mz
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situada en el plano YOZ, y los (y) (s) a la recta

también situada en dicho plano, podremos escribir los

cuatro grupos de ecuaciones representativas de cada

sistema de planos, bajo la forma

(a) /;

(%) ft

(r) /«

(5) /; x

1=0

3 = O

<f4y + n 942 + 4<4 = O

[A]

por lo que la condición para que exista una solución

común viene expresada por el determinante

/i Vi m<fi 4-1

ft <fi »»<F» fyt

f's v» n 9s 4>3

f'4 Cf4 W94 4>4

= 0

que podemos perfectamente multiplicar, si hace falta,

por parámetros arbitrarios que no alteren las soluciones

del sistema (A). Es claro entonces que si F («6y 8) puede

identificarse con la D = O, aquélla será representable

por los grupos de planos considerados.

Las trazas de los planos («) (e) sobre el plano XY

serán (fig. 61)

(a)

(8)

y las de los planos (fr) (s) sobre el coordenado XZ serán

(r) fsx

(8) ftx

= O



La recta intersección de dos planos («)(6) cualesquie

ra, tendrá por proyección Mm sobre el plano XZ

o sea

y la recta intersección de dos planos (Y) (8) correspon

dientes tendrá por proyección Nm sobre el plano XY

=0

o sea

¿,T4-^

/s«f>4 — 9S/4

obteniéndose por cualquiera de las ecuaciones (a') o (6')

el punto correspondiente de la escala binaria OX. Como

puede observarse, al igualar los valores (a') y (6') se

obtiene la condición D = 0.

Cuando los cuatro sistemas de planos (A) sean pa

ralelos a una misma recta y — mz situada en el pla

no YOZ, n = m, y las trazas de los cuatro sistemas de

planos sobre el XOY, verbigracia, serán

[a] AX + <?!# + •>, = O

[«] f*x +w + i2 = 0

M f»x + <f»y + -1/a = 0

[8] /ix + ««y + ^ = 0

el punto de intersección de dos de las rectas [«] y [6]

tendrá por coordenadas

/"i <k - tfi f2

x -
-
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y el de intersección de dos de las rectas [y] y

-
3C —— y =

viéndose que sise — x', y = y', se verifica también la

condición D = 0.

Supongamos en este caso que las trazas [«] estén en

el plano z=p, las [e] en el z— q, las [y] en el plano z = r

y las [s] en el plano z = s; si sustituímos dichas redes de

rectas por curvas acotadas, los cuatro puntos que cons

tituyan una solución de la propuesta tendrán por coor

denadas

»-i |l1

s = p

'* =A

y = i~

z =

r»

M „ = -&.

y para que un plano cualquiera AQHa' (fig. 65) pase

por los cuatro puntos « 6 y 8, que constituyen una solu

ción, deberá verificarse

_^ ?i
i

A_

"tr p

J^

~r~ 2 i

~r~ r i

A
^ * i

*• ó

fl ?I Jí'l'l

/í ?2 3^2

A ?« r-l»

/4 tp4 S^4

= 0

razón por la cual toda ecuación F («eys) = O, que pueda

identificarse con la A = O, será representable por un no

mograma proporcional, análogo al de la figura 66.
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Si p = q se obtendrá un nomograma como el de la

figura 69 y, finalmente, si p — q, al mismo tiempo

que r — s, se obtendrá un nomograma de doble alinea

ción paralela o a escuadra; fácil es ver que entonces la

condición A = O equivale a la D — 0. Sip = q = r — s

las cuatro curvas acotadas estarán en un plano s —p; la

propuesta se identificará con el determinante

/i V

= 0

y tendremos la clave más sencilla de todas: la de cuatro

puntos ««Ys en Mnea recta.

Finalmente, si consideramos las redes (a) sustituídas

por dos curvas acotadas en el plano XY y las redes (6)

por otras dos situadas en el plano XZ, los puntos que

constituyen una solución de la propuesta tendrán por

coordenadas

M

o; =

= O

M y=

x =

= o

[8] \y= o

y para que un plano cualquiera pase por los cuatro

puntos «eY8 deberá verificarse

A'A. o ,

A ti o

,,, ,, ,,. f> v* ° '^

A JPI_
0 1

'•l1! +1

_/J_

?2

0 1

4> *2

^3

0
nJ?L 1

<!>» 'l'3

A 0

* <!>4

1

/3 O Wt?3 «p»

/i O n<ft (|>4

= 0
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razón por la cual toda ecuación que pueda identificarse

con la Aj = O será representable por un nomograma de

doble alineación concurrente.

24.—Método práctico para la construcción de ábacos y

nomogramas de ecuaciones de formas sencillas.—En gene

ral, si consideramos la ecuación

que puede expresarse por las dos de tres variables

[a] = |J. [a'J

bastará construir los ábacos [a] y [a'] separadamente y

acoplarlos por su escala n para obtener el de la ecua

ción propuesta.

Los determinantes generadores serán

fi <?i 4>1

/» <?2 4>2

\i O 1

= O y D2 =

ft

O 1

= 0

obteniéndose, en general, por el acoplamiento, un ábaco

de alineación concurrente. Cuando las últimas horizon

tales de D! y D2 sean de la forma

m O

la escala binaria n resulta en el infinito y obtendremos

un nomograma de doble alineación paralela o a es

cuadra.
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1-°—Forma A + /2 — /s + A- a). DofeZe alineación,

concurrente.—Haciendo

se tiene

/i i o

k i -i

li 0+1

A l-l

-A 1 — 2

(i O 1

= 0

A i-i

-A 1-2

(i O 1

= o

Fig. 73.

que da las rectas acotadas (fig. 73)

XIÍ~fí1 I Paralela al eje X ^"f (

Y ''-

y

Paralela al eje X

x = — /a ( Paralela al eje de

lasX

Paralela al eje de

laX

~ Eje de las X Cié de las X

Ejemplo.—Sea la ecuación

V = m -^-— h = 0,785 m d2 h
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que expresa los volúmenes:

de un cilindro para m=l

de un cono m = 0,333

de un paraboloide apolónico (1) m = O,500

de un íd. de Neil (2) m = O,250

de un íd. cúbico m = O,600

de un elipsoide m = O,666

Tomando logaritmos se convierte en

log V — log m = log 0,785 -j- 2 log d + log h

que es de la forma propuesta haciendo

A = log V A = — log m • /, = log 0,785 + 2 log d y A = log h.

En la figura 74 (lámina XVI) se ha construído este

nomograma; la solución que en él aparece dibujada

corresponde al ejemplo m = O,333, d = 3, h = 6; resul

tando V = 14,5.

b). Doble alineación paralela y a escuadra.—Las

ecuaciones que consideramos, se identifican con los

determinantes

D,=

i o -A

i i A

o i n

= 0

i o -A

i i A

oí n

= o

(1) Engendrado por la parábola y' = Zpx, que gira alrededor

de su eje.

(2) Engendrado por la parábola y* = 2px?, que gira alrededor

de su eje.

(3) Engendrado por la parábola y" = 2px, que gira alrededor

de su eje.
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que dan las rectas acotadas (fig. 75).

y= 1 \

Paralela al mismo

Eje de las X

Paralela al id.

O'*'

Fig. 76.

con la ventaja de que, si no quieren ponerse las es

calas sobre el mismo soporte, puede moverse el sis-

/A —*

Fig. 76.

tema (f3 f^, por ejemplo, paralelamente a sí mismo, sin

que dejen de ser también paralelas las alineaciones

(A - f2) y (/a - A)-



•••*'
ÍTU9SOU9S•'
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— 105 —

Haciendo del mismo modo girar 90° el sistema ft— fz

con respecto al fa — f4, se obtiene el nomograma a escua

dra indicado esquemáticamente en la figura 76.

Ejemplo.—Sea la ecuación, conocidísima en mecá

nica.

gR

que da el valor F de la fuerza centrífuga, siendo P el

peso de un vehículo, v su velocidad en la curva de

radio K y g la aceleración de la gravedad, cuyo valor

es 9,81 . Se tiene, tomando logaritmos

log; F + log 9,81 + log R = log P + 2 los v.

Con esta ecuación se ha construído el nomograma

a escuadra que aparece en la figura 77 (lámina XIX),

haciendo

f, = log 9,81 + log R, A =

2.° Forma fif% = fofo—Se reduce por anamorfosis

logarítmica al caso estudiado, por lo cual es siempre

representable por nomogramas de doble alineación con

currente, perpendicular y a escuadra. Mas, observando

que puede cada uno de sus miembros identificarse con

un determinante de Ja forma

= 0

A i i A 1 i

o A A-i = o A A -i

n o i P. i i

/
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obtendremos, sin anamorfosis, un nomograma de , ali

neación concurrente dado por las redes

x = f¡ I Paralela al eje de x = f> [ Paralela al eje de

w-=l i lasX t/ =l ( lasX

/» [ EJje de las Y

= A-l
V=-

Eje de las Y

cuyo esquema aparece en la figura 78 suponiendo que

7

 

Fig. 78.

los soportes de las escalas fz y fa se han construído simé

tricamente a los de las escalas ft y f3.

Ejemplo. —Sea la ecuación fundamental para la solu

ción de triángulos esféricos

sen a sen A

sen 6

que, puesta bajo la forma

sen B

sen a sen B = sen b sen A

-.
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se identifica perfectamente con la propuesta. Observan

do que los determinantes generadores pueden ser

D,-

sen a — 1 — 1

O sen B 1 + sen B

|i O 1

= 0

sen 6—1

O sen A

V- O

— 1

sen A

1

se tendrá el nomograma de la figura 79 (lámina XIX)

compuesto de las escalas naturales a = Om,20 sen a,

6 = Om,20 sen 6, y de las lineales

B = Om,20 son B

1 + sen B

y A=0m,20 sen A

1 + sen A

cuya escala binaria es MX.

Para obtener sin anamorfosis un nomograma de ali

neaciones paralelas o a escuadra, basta tomar como

determinantes generadores los

h o i

o i -A

|i 1 O

A o i

o i -A

(i10

= o

que dan las redes

V = (

I Eje de las Y de las Y
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cuyo esquema aparece en la figura 8O, después de ha

ber trasladado paralelamente a sí mismos los soportes

de las escalas f3 y /"4. Haciendo girar 90° el sistema (f3 ft)

 

Fig. 80.

con respecto al (ft fz) se obtienen los nomogramas a es

cuadra representados en las figuras 81 y 82, sumamente

,/*

Fig. 81.

adaptables a cualquier tamaño cuando los ejes son rec

tangulares. Cuando por particularidades de las funcio

nes fz y /4 no convenga construir sus inversas, fácil es



LÁMINA XX

Fig. 83.—Ecuación: — = —.

Fig. 84.—Interés simple.— Ecuación: ¿ =
crt

100'
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ver quo la ecuación propuesta puede ponerse bajo la

forma

A

o sea

que da las escalas ft y /3 según los ejes de las X, y

las A y /2 según los de las Y, en sentido negativo. Con

vendrá también, para poder elegir los módulos más con

venientes, fijarse en que si wtj y m2 son los elegidos

para las escalas de ft y /"2, los de f3 y /¿ deben ser

,'f O f"'~ *•

/ft '* "•--

Fig. 82.

y fcwg respectivamente, sin lo cual introduciríamos facto

res desiguales en los miembros de la ecuación propuesta.

Ejemplos.—1.° Calcular un número, medio, tercero

o cuarto proporcional a otros dados. Evidentemente

están contenidos todos los casos en el nomograma de

la ecuación

c

.

sin más que hacer b = c. El nomograma de la figura 83

(lámina XX), sencillísimo de construir para que nos de

tengamos en su explicación, puede servir de ejercicio

para resolver los tres problemas.

/-
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2.° La fórmula que da el interés simple i de un

capital O colocado durante un cierto tiempo t al tanto

por ciento r, es, como sabemos,

Grt

100

que puede escribirse

' lOu

y da el nomograma a escuadra de la figura 84 (lámi-

100
na XX), formado por las escalas naturales i y —3— según

t

¿\ /,

Fig. 85.

el eje de las X, y las r y C a uno y otro lado del eje de

las Y.

3.° Forma ft = fz (f3 -\- /"4).—Transformando esta

ecuación en la

-.
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se ve que puede representarse por los determinantes

A i i f* 1-1

0 1 l-f, = 0 D,= -ft 1-2

it i i H 0 1

= 0

que dan el ábaco de doble alineación concurrente cuyo

esquema aparece en la figura 85, formado por las

escalas

* I f j Paralela al eje X y= l \ Paralela al eJe X

Sje de las Y

—

= (i
Eje de las X

Paralela al eje X

X = |J.

De de las X

Ejemplo.—La superficie descorchable S de un alcor

noque cuyo tronco tenga la altura h, diámetro D, medi

do a la altura del pecho, y espesor e de la capa de cor

cho, se obtiene por la fórmula

S = u h (D - e)

que tiene la forma propuesta, haciendo /\ = S, f<t = h,

^3=rcDy/4 = tey cuyo nomograma aparece en la figu

ra 86 (lámina XXI), construído con los determinantes

generadores

= 0

S 10 — 1 *D 5 — 1

0 10 -(! + *) = 0 y D2 =
•ne 5 — 2

n 10 1 H 0 1
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que dan las escalas

i = — 5

w „... 10

• 1 + ft

, s I x = — ne

W!» = - *5

ox
v=v-

ox

b). Doble alineación paralela o a escuadra.—Se

//*
 

7t

obtiene identificando la forma propuesta con los deter

minantes

-A o i -A 0 1

Di = 0 /s 1 = 0 y D2 = A 1 1 = 0

que dan las escalas

H. 1 0 |i 1 0

j^Z^"^1 Eje de lasX ^Z^~

\X==y Eje de las Y X = (4

^ | Eje de las X

Paralela al eje de las X
\y = ft y = i

y un nomograma de doble alineación paralela en forma

de Z, como se ve en la figura 87, o a escuadra, como apa

rece esquemáticamente en la figura 88.
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Big. 89. — Fórmula da interés compuesto.

Ecuación: C = >
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Ejemplo.—La fórmula del interés compuesto

que da el valor C de un capital r, colocando al tanto

por ciento t, durante un número de años n, puede

transformarse en la

log C — log r = n log (1 + <)

que es de la forma propuesta, haciendo n = -=-. Para

/2

construir el nomograma a escuadra de la figura 89 (lá-

 

Fig. 88.

mina XXII) nos hemos valido de los determinantes ge

neradores

n 1 10

O 1 — 101og(l + <)

li 1 O

que dan la escalas

= 0

— logC 01

— logr 10 1

H 10 O

(C)

1 ! E}je de las Y

V lOlog(l-ft) )

x — — 1°K C | y, j • i i • j i ^| Perpendicular al eje de las X

x = — log r ) Paralela a la anterior a la dis-

y = 10 f tancia 10.
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Para dar disposición más cómoda al nomograma se

ha desplazado hacia la izquierda el origen O' del siste

ma de coordenadas correspondiente a las variables C

y r, lo que, como puede comprenderse, no altera en

nada la perpendicularidad de las alineaciones.

4°. Observaciones sobre los módulos de las escalas.—

a). Cuando se trata de la primera de las formas estudia

das, A + A = /a + A, sabemos que su nomograma equi

vale al de las dos ecuaciones

y si recordamos (n.° 16) que, siendo mj, m2, m3 los mó

dulos elegidos para las variables en ecuaciones de la

forma (a), debe verificarse

es evidente, puesto que la escala ¡i debe ser idéntica en.

ambas ecuaciones, la condición

¿r+^=i+i

entre los módulos mj5 m2, m3 y m4 de las funciones

A, A, f3 y A-

b). Cuando se trata de la forma A fz = f3 A, Ya he

mos visto queda reducido el caso a construir los no

mogramas

f= n y f= n
ft h

por lo que, llamando wtl5 m2 a los módulos respecti-

-.
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vos, para que haya coincidencia en la escala binaria

debe verificarse (n.° 17)

mt ¡i

m¡ ¡i

de donde se deduce

o sea

iWíin = m»mt + mlms\i

que da la condición

es decir,

OTI _ , __ m»

que, evidentemente, se satisface siempre que

siendo fe un número cualquiera.

c). Finalmente, si la ecuación dada es de la forma

f*. = /2 (/s + A), Y suponemos elegidos los módulos md, m2

para /j, ^2, se ve que el determinante D4 deberá ser, se

gún la clave que se elija,

D,= O 1 m2 —

»ftl|l O »Í2

= 0 =

,
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— ttiífi O 1

O W2/2 1

w2 O

= m\ ml Di

lo que implica, si se ha verificar la propuesta, la condi

ción

OTl/s Wl2 —

»»2 - 2

Mil |J. O

= mi

£>,=

O 1

WÍJ O

= O = m¡ m* D2

es decir, que f3 y /"4 tengan el mismo módulo que ft, y,

además, que los soportes de las escalas .f3 y f4 sean, en

la doble alineación concurrente, paralelas al eje X tra

zadas a las distancias ra2 y -^-, y, en el caso de doble

alineación paralela o a escuadra, que el soporte de fa sea

también una paralela al eje X a la distancia m2. Si qui

siéramos adoptar un cierto módulo w3 para f3 y ftl dis

tinto de raj, basta observar que, adoptándolo, los deter

minantes D2 no se alteran, siempre que multipliquemos

sus segundas columnas por —-, lo que se reduce a tra

zar, en el primer caso, los soportes de f3 y ft según para-

,n T, , -ii.-iri ,•-,-> WíoWtj ÍWoWlj

lelas distantes del eje X, las cantidades y -~ ,
ma " 2m3

y en el segundo caso el soporte de jf4 según otra parale

la al mismo eje a la distancia



- 117 -

V.—NOMOGRAMAS DE ESCALAS MÓVILES

25.—Idea general.—Si en vez de enlazar por una

construcción geométrica cualquiera los valores de las

variables que satisfacen a la ecuación que deseamos re

solver, hacemos que los sistemas representativos de

aquéllas, deslicen moviéndose unos con respecto a otros,

según ciertas leyes o condiciones, habremos obtenido

una nueva serie de claves y tipos de nomogramas, que,

en general, necesitan para poderse realizar en la prácti

ca la ayuda de un sistema mecánico más o menos

complicado; este es el origen de ciertos aparatos de

cálculo, entre los cuales tienen importancia las llamadas

reglas o círculos de cálculo, y algunos otros instrumen

tos como los notabilísimos de los señores Torres Queve-

do (1), Mehmke, Lafay y otros. No siendo nuestro obje

to tratar aquí más que de la parte elemental y sencilla

de la Nomografía, sólo nos ocuparemos ligeramente de

las reglas de cálculo.

26.—Reglas de cálculo.—Materializan, por decirlo así,

o traducen geométricamente cualquier ecuación de la

forma

[1]

en que ut, M2..... , un son funciones de variables distin

tas «, 6, Y, cada una de las cuales tenga, a lo menos, un

sistema que pueda representarla. Supongamos, en efec-

(1) Con ellos se resuelven ecuaciones de cualquier grado,

obteniéndose todas las raíces, reales e imaginarias.
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to, representada cada una de estas variables o sus fun

ciones por una escala rectilínea, y que los orígenes de

las escalas ut, un (fig. 90), que supondremos trazadas

sobre una regla de madera MM', están situadas sobre

una misma recta OjOn. Si trazamos las demás esca

las ^««3 wn_i en otras reglillas wl5 m2, m3 , mn-i,

tales que puedan moverse deslizando una sobre otra,

dentro de la caja H, R, S, T abierta en la regla MM',

es evidente que si at, a*¿, a3, a4 , an_i, an son los

valores de las variables «, 6, Y (leídos en las escalas

correspondientes) que satisfacen la ecuación [1], bas-

 

Fig. 90.

tará mover las reglillas de tal modo que los 'oríge

nes O2, O3 ..... O4 ..... On_i de las escalas respectivas,

coincidan con los valores oj, a2, a3 ..... , an_a, para que,

si se construye la escala un de manera que an coincida

con aB_i, se verifique

0B_1an_1

o sea la ecuación propuesta [1].

a). Regla logarítmica o regla de cálculo.— Sirve

para cualquier ecuación de la forma

a . S =
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o, la que es igual,

log a + log ? = log Y

y se compone de una regla MM' (fig. 91) dentro de la

que desliza en una ranura la reglilla K. En el canto

AB se dibuja la escala log «, o una escala de números

naturales; en el canto BC la escala log y u otra escala

natural c, y en el A'B' de la reglilla un índice O2,

que es el origen de la escala log6 o de números b

 

Fig. 91.

que se traza en el otro canto B'C' de la misma parte

móvil. Moviendo esta reglilla de modo que O2 coin

cida con el valor «, de «, el 6, de 6 coincidirá con el y,

de Y, con 1° que habremos hecho una multiplicación

«6 = Y gi se emplearon escalas logarítmicas, o una

suma a -\- b = c si se emplearon escalas naturales. Si,

por el contrario, se hace coincidir ^ con y¡ y se lee

el valor «, que cae sobre O2, habremos hallado el co

ciente — = « si se empleó la escala logarítmica, o la di-
6

ferencia c — 6 si se emplearon las naturales.

El ser ya conocida la teoría, usos y aplicaciones de
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esta regla nos dispensa aquí de mayores explicacio

nes (1).

b). Reglas para cuatro variables.—Sea la ecuación

o su derivada

a6y = 5

log a -i- log 6 + log r = log 5.

[2]

[3]

Según la teoría general, y puesto que se trata de

cuatro variables, necesitaríamos para resolver las ecua-

 

Fig. 92.

ciones [2] y [3] una regla con dos reglillas móviles (figu

ro 92) TO2w3, que deslizasen entre los cantos OjA y O4B

de la regla fija. Pero no es difícil llegar al mismo resul

tado con una sola reglilla móvil; si hacemos, en efec

to (fig. 93), variando el sentido de la graduación de la

escala 6, que los orígenes O2, O3 se encuentren en una

misma recta O2, O3 paralela a la OjO4, es claro que al

coincidir los valores «^ por un lado y y,8,, por otro,

que satisfagan las ecuaciones [2] y [3], ocurrirá siem

pre en la figura, que

Oí ^ + «,<)., + O»YI = 048,

(1) Véase Manual de la regla de cálculo, por D. Guillermo

Fernández de Prado; Regla de cálculo logarítmico, de D. Ramón

Alcaide, y otros numerosos modelos y descripciones.
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es decir, lo que expresa la fórmula [3] si se emplean es

calas logarítmicas, o lo que expresa la (2) si se emplean

escalas naturales.

Ejemplo.—1.° Sea la ecuación, ya conocida

que da, como sabemos (n.° 24), diversos volúmenes se

gún el valor de m, y que puede transformarse en la

log V = log m + log h + 2 log d + log 0,785.

Se puede construir con ella la regla de cubica

ción (1) que aparece en la figura 94 (lámina XXIII) sin

oü . »3 S,

Fig. 93.

más que trazar en un canto de la regla la escala log m;

en el superior de la reglilla, y en sentido contrario, la

log h de alturas y en los bordes restantes de la reglilla

y de la regla, las (log O,785 -j- 2 log d) de diámetros y

log V de volúmenes, respectivamente. Para usarla basta

poner en coincidencia los valores m — h, o los V — d,y

leer el de la incógnita en la escala correspondiente en

cima o debajo del trazo que corresponda al del tercero

de los valores que sirvan de datos al problema .

2.° Sea la fórmula del interés compuesto

(1) Construida para aplicaciones forestales, por lacasaValluer-

ca Hermanos, según las indicaciones del autor.

-
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Para construir una regla que calcule esta fórmula,

bastará, según el procedimiento general, una reglilla

móvil (fig. 91) en que la escala BC será logC, la B'C',

log R, y la AB, n log (1 -|- t). Pero observando que la

escala AB es

a = n . log (1 + f)

es decir, el producto de n j log (1 -j- 1), será preciso, si

se quieren separar las variables, colocar un ábaco de

multiplicación en la parte AM' de la regla, de modo que

su escala « (n.° 9) coincida con la AB en el mismo sen

tido, y su módulo sea igual al que empleemos en

las B'C' y BC.

Escogiendo al efecto el ábaco de multiplicación de

la figura 28 (lámina VI) y haciendo que el índice O

(fig. 95, lámina XXIII) coincida, por ejemplo, con el va

lor 100 de R de la escala inferior de la reglilla, hemos

construído con módulo Om,1O, la regla de cálculo que

aparece dibujada en la figura y lámina citadas. Para

usarla se buscará en el ábaco la intersección de la hori

zontal cuya cota sea el valor dado de w, con la oblicua

cuya cota sea el valor de t j se moverá la reglilla hasta

hacer coincidir el índice O, con la ordenada que pase

por dicho punto de intersección. Debajo del valor de R

leído en la escala correspondiente, se encontrará en

coincidencia el de C que resuelve el problema. Fácil es

ver que por análogo procedimiento puede hallarse cual

quiera de las variables, tomada como incógnita.

Se comprende por el anterior ejemplo a cuántas

combinaciones se presta el procedimiento indicado para

resolver las fórmulas al parecer más complicadas, que

se presentan en la práctica.

27.—Escalas giratorias.—a). Círculos de cálculo.—Si

en lugar de dibujar las escalas sobre los bordes de una
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o más reglillas móviles con respecto a otras fijas, se di

bujan sobre varias circunferencias concéntricas que pue

dan moverse independientemente, resbalando unas so

bre otras, alrededor del mismo centro, se obtienen tam

bién aparatos de cálculo análogos a las reglas, y que

tienen la ventaja, cuando las escalas son logarítmicas y

las variables se mueven en un campo muy extenso, de

 

Fig. 98.

evitar la excesiva longitud que habría que dar a las re

glas en este caso.

En la figura 96 copiamos el círculo de cálculo or

dinario, cuya descripción y manejo puede verse en el

«Manual> del Sr. Fernández de Prado, citado más

arriba.

b). Oíros ábacos de escalas giratorias.—Cualquier

ábaco polar (n.° 11) puede fácilmente transformarse en

otro compuesto de una escala rectilínea giratoria alre
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dedor del polo, que se apoya en un círculo acotado, y

un haz de rectas o curvas acotadas. En efecto, si se trata

de una ecuación F («6y) = O, sabemos puede represen

tarse por las redes

(a) p = f(a)

(«) « =
?(«)

(r) Y = 4> (?<»)

que representan una serie de círculos cuyo centro es el

polo, acotados según los valores de f («), un haz de ra-

 

Fig. 97.

diantes acotado según los de <f (6) y la serie de rectas o

curvas acotadas contenidas en la ecuación (y) (fig. 97).

Un punto M cualquiera, intersección de tres elementos,

cada uno de un sistema, da una solución de la propuesta

en las cotas de estos tres elementos; mas si nos fijamos,

verbigracia, en el radiante OH de cota 6j, y suponemos

escrita esta cota en el punto M del círculo CC' (u otro

cualquiera del sistema), es evidente que, acotando los

puntos M! M2 M3 del radiante con los números co

rrespondientes a cada uno de los círculos («), a la po
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sición OH del radiante (que podemos suponer móvil

alrededor de O), corresponderán las soluciones

<*1 «2 «3 «„

Yi Ya Ys Yn

siendo y^ y» 1&S cotas de los elementos del sis

tema (y) que pasen respectivamente por los puntos

M., M2 MM. Del mismo modo obtendremos, sin que los

puntos M varíen de posición relativa, las soluciones

considerando el radiante OH', y así sucesivamente; lue

go si acotamos el círculo CC', u otro cualquiera, en sus

 

r. TÍ

Fig. 98.

puntos de intersección con las rectas del haz de radian

tes, según los valores de 9 (e) y acotamos también una

recta móvil que pase por el polo con arreglo a los valo

res de /"(«), tendremos un ábaco (fig. 98) cuya clave

será para una solución cualquiera («^y,) hacer girar la

escala móvil OM alrededor de O hasta que pase por el
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punto del círculo CC' que lleva la cota «j, y leer des

pués la cota YI del elemento del sistema (y) que pasa

por la cota «j de la escala OM.

X

Ejemplo.—Sea la ecuación y = em que ya conoce

mos y sabemos se transforma en la

log y = — log e = 0,43427—.
6" m m

Haciendo

ÍC — COSO)

0,43427

P =

resulta

m = p eos o)

que es una serie de rectas perpendiculares al eje polar y

acotadas con arreglo a los valores de m. Adoptando un ra

dio de 10 unidades para cos w y con módulo Om,lO se ha

construído el ábaco de la figura 99 (lámina XXIV), en el

i ,1 , " - 4 • r^x i O,43427 \
cual se representa la escala giratoria OM I p = —¡- 1

en la posición correspondiente al valor w = 60°, es de

cir, x = 5.

Por este ejemplo puede comprenderse la cantidad

de aplicaciones sencillas e importantes que puede tener

el procedimiento indicado.
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Fig. 99.—Ecuación y = e'" . Escala móvil OM.



— 127 —

VI.—INVESTIGACIÓN DE LEYES POR MEDIO

DE LA NOMOGRAFÍA

28.—Nociones generales y métodos que se emplean.

Si hasta ahora y en todo lo expuesto hemos procu

rado resolver el problema de construir un ábaco o no

mograma para resolver numéricamente una ecuación

F («6y ) = O, se comprende es posible también abor

dar el problema inverso, o sea el de, dado un ábaco o no

mograma construído con datos experimentales que nos

hayan suministrado valores numéricos de las variables

que entren en la cuestión, hallar la ecuación F («6 )=0,

o sea la ley, ya matemática, ya empírica, que las une. Por

ejemplo, si experimentalmente hemos llegado a conocer

una serie de valores 6j62 e» de una variable 6, co

rrespondientes a otros tantos «j«2 «» de otra varia

ble «, podemos construir una curva (fig. 10) tomando

como abscisas los valores de « y como ordenadas los

correspondientes de 6; si el estudio de esta curva puede

llevarnos a conocer su ecuación f(«6) = O, habremos

descubierto la ley de dependencia que liga a 6 y «• Y

este medio, el más sencillo y empleado constantemen

te en Geometría analítica, puede, como se comprende,

generalizarse ampliándolo por los métodos de la No

mografía a tres, cuatro o un número mayor de variables.

En efecto, podremos tratar de traducir los resultados

experimentales por un ábaco compuesto de redes de

rectas; hallaremos después los puntos correspondientes

de las mismas (n.° 13) y es evidente que, si las rectas

«stán distribuídas en el plano según una cierta ley, es
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tarán sobre una curva los puntos que las correspondan,

y, por tanto, que el estudio analítico de esta curva po

drá llevarnos al conocimiento de su ecuación y, por

tanto, al de la ley de distribución buscada.

Aunque se ve, desde luego, el ancho campo que in

dudablemente tiene el procedimiento, sobre todo en las

aplicaciones técnicas de la Ingeniería, no siempre se

poseen en cantidad suficiente los datos experimentales

necesarios, ni tampoco es fácil su traducción nomográ-

fica, por lo que, dada la índole de esta obra, nos limita-

A

Olí 20 JO 4Q je ¿a 70 »í ¿j ;,„

^»<JJ

Fig. 100.

remos a dar un ejemplo sobre el asunto que pueda

servir de guía en materia tan importante, digna, induda

blemente, de estudio y de investigaciones conducentes

a precisar bien los métodos que en cada caso convenga

seguir.

Supongamos, en efecto, se quisiera estudiar la ley de

crecimiento de un árbol aislado o de una masa de árbo

les en conjunto, en relación con la edad; la Geometría

analítica nos da el sencillo medio de tomar en un eje

de abscisas OX (fig. 100) y en una escala cualquiera los

años de edad, y en un eje OY de ordenadas los creci

mientos sucesivos del volumen, ya del árbol, o de la

masa de árboles objeto de la experiencia. De este modo
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obtendremos una cierta curva en la que es fácil estu

diar algunos detalles, como, verbigracia, el momento del

máximo crecimiento, sus períodos ascendente y descen

dente, la infiuencia de las

operaciones de cultivo, como

podas, claras, labores, riegos,

abonos, etc.

Pero será, en general, di

fícil establecer la ecuación de

la curva por los medios co

nocidos de análisis matemáti

co, asunto que vamos a ver

si facilita la representación

nomográfica.

Si un árbol o una masa de

árboles creciese cada año de

un modo constante, con res

pecto al volumen adquirido

hasta esa fecha, podríamos

suponer que el volumen V

en el año m es el resultado de

colocar a interés compuesto

durante n años y a un tanto

por ciento ¿, el volumen v que

el árbol tenía el año m — n.

Así ocurre realmente en cier

to modo, puesto que cada año

el árbol produce (fig. 101)

una especie de cono AHB de

madera, a cuya formación contribuye todo el volu

men leñoso M, adquirido hasta esa época. Podría

mos, por tanto, expresar el volumen V por la fór

mula

 

Fig. 101.

V = v (1 + O" [1]

..•
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cuyo nomograma ya hemos visto en la figura 89 (lámi

na XXII), construído con los determinantes generadores

n O 10

O 1 - log (1 + 0

ni o

•logC 01

logr 10 1

|i 10 O

= 0

en los cuales ahora serían C = V y r — v.

Para construir un ábaco de la |1] transformare

mos Dj y D2 sin que se alteren en

D',=

K O 10

o i i — 10 log (i 4

n o i

= 0

D',=

-logV O

— log v 1

p. 1

que dan las redes de rectas

Y = - 1

~0

X=
10

Y = X . log v - 11

Y = — nX — 1

representadas esquemáticamente en la figura 102. En

este ábaco se ve que, teniendo todas las rectas (n) tales

como MN, M'N' la misma ordenada en el origen OS =

= — 1, forman un radiante, y la clave no puede ser

más sencilla, pues, dados, verbigracia, %, tt y t?j, se ha

llará Vj, sin más que unir por una recta el punto N de

intersección de las rectas acotadas £, y nt con el S, y le

yendo la cota Vj de la recta que pasa por el punto M

*
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de intersección de NS con la del sistema (v) cuya cota

sea %.

Mas, en realidad, el tanto t de crecimiento de un

árbol no es constante durante toda su vida, sino que va

disminuyendo con la edad, do donde se deduce que si,

por cubicaciones sucesivas (cada cinco años, por ejem-

 

Fig. 10i

pío), hallamos los valores de V y t y unimos en el ábaco

por rectas tales cómo MjNj, los puntos de intersección

de los valores

v volumen el año x

V volumen el año x + 5

por un lado, y los n = x; -f- 5 y t' correspondientes al

tanto por ciento de crecimiento obtenido, llegaremos a

construir una serie de rectas correspondientes cada una

a un valor de n, que no pasarán por el punto S, y cuya

x
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ley de distribución en el ábaco formado por el sistema

de rectas [rí (NjMj)], (V) y (o) nos dará precisamente la

expresión matemática de la ley de crecimiento buscada.

Para ello bastará investigar la función $ (w), según la

cual están distribuídas sobre el eje OY las ordenadas OR

en el origen, con respecto a la edad, así como la función

yV

x-
v~-f

Y

0'

.---f.*--*"*

M.

o»

-X

Fig. 103.

f (n) con arreglo a la cual varían los coeficientes angula

res de las rectas MjN^ La ecuación de dichas rectas será

entonces

Y ±/-(n)X±cKw) = 0

que, llevada a D'2, nos da el determinante

— logV O 10

— log v 1 11

+ <!>(«) 1 +<Hn)

en el cual se contiene el ábaco [V, v, n], que desarrolla

do da la ecuación

+ f(n) = 0,1 . log V [± 'j> (n) — 11] + log v



— 133 —

entre las variables y, V y w, o sea la expresión mate

mática buscada para el árbol o masa de ellos objeto de

los ensayos.

Otro procedimiento, quizá más sencillo, sería cons

truir el nomograma de doble alineación concurrente

contenido en Di y D¡, formado por las escalas (fig. 103)

'6

(n) ..!..! lü i Según OX

( y = o '

i ¿/ -— 1 • (1 — 10 log (1 -\- t

i ~, __ .. \

|i j _ i i ^68Ún O'M, paralela a OX.

x = —
(V) jy==Q l" { Según OX'

logv

I 11
(v) ^ Según O" N, paralela a OX'

(|i) ) X ^ '• Según O'M, paralela a OX

* J

y cuya clave será, como sabemos, llevar un índice «H

por los puntos de cotas wj, t¿ ver el punto H en que di

cho índice corta a O'M y llevar otro Índice Hv por el

punto H y el de cota v^ leyendo en la escala (V) la

cota Vj de su punto de intersección.

Pero como t va disminuyendo con la edad según he

mos dicho, los índices wH y vH que hagamos pasar por

valores experimentales de n, t, v y V, no se cortarán

sobre la escala binaria MH, sino que determinarán una

serie de puntos Hd, H, H2, H3 etc., situados en una

curva más o menos regular. Si, pues, acotamos los pun

to HÍ, H, H2, H3 etc., con los valores correspondien

tes de w, y consideramos el nomograma de simple ¿ali
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neaoión formado por las escalas [v] [V] y la curva (H),

bastará estudiar las abscisas Oh = f(ri)y las ordena

das hR2 = $ (n) de esta curva, para obtener su ecuación

con respecto a los ejes coordenados OX, OY, y llevarla

al determinante D',, que será

- log V O 10

— logv 1 11 = 0

f(n) cp(íi) 1

y que, desarrollado, nos dará la fórmula

+ f(n) = 0,1 log V [1 - 11 cp (n)] + log v . q> (n)

expresiva de la ley de crecimiento que se busca.

Se comprende por lo dicho las ventajas del procedi

miento nomográfico, pues es bastante más fácil descubrir

las funciones f(n), 9 (n) y $ («), reducidas al estudio de

escalas, fáciles de comparar con los tipos conocidos, que

buscar directamente la expresión matemática de la cur

va de la figura 10O, y la razón, por tanto, ya indicada, de

la importancia que para el Ingeniero puede tener esta

clase de investigaciones, así como la necesidad de fijar

y ampliar los métodos generales conducentes a tal fin.
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