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NOCIONES DE NOMOGRAFIA

AL LECTOR

Los vuelos que hace pocos anos ha tomado el célculo
por medio de tablas grificas, la indiscutible utilidad de
las mismas para el manejo de las férmulas que en la
practica se presentan constantemente al Ingeniero, y el
haberse constituido un cuerpo de doctrina dentro de
las Matematicas aplicadas, con los métodos de construc-
cion de los modernos dbacos y nomogramas, han sido
causa, sin duda, de que aparezca la Nomografia en los
programas de algunas Escuelas de Ingenieros y Acade-
mias militares, asi como de que en Espana hayan visto
ya luz varios trabajos de esta indole (1) e indiscutible

(1) Entre otros citaremos la Nomografia balistica del general
Ollero (1903), los Nomogramas del Ingeniero y la Nomografia de
D. R. Seco de 1a Garza (1307 y 1910) y los Elementos de Nomogra-
fia de D. Nicomedes Alcayde (1915). '
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mérito, encaminados unos a facilitar su gestién al técni-
co ya hecho, y otros, al fin docente de preparaciéon de
nuestros alumnos, ya que han de encontrar en su carre-
ra numerosas traducciones nomograficas de las f6rmu-
las usuales en muchos de los libros de texto que han
de servirles luego de guia para el desempeiio de la pro-
fesi6n. .

Prescindiendo aqui de las razones que pueden adu-
cirse para dar éste o el otro puesto a la Nomografia
dentro del estudio de las ciencias exactas, es lo cierto
que, si bien la Geometria analitica no se ocupa de re-
solver, sino de representar las ecuaciones, es de toda la
Matematica aquélla que mejor puede servir de prélogo
y de base a la inteligencia de los procedimientos nomo-
graficos. Y no siendo ajenos nosotros a la introduccién
de tan atil rama de la ciencia en los estudios del Inge-
niero, hemos creido un deber facilitar a cuantos deseen
iniciarse en ella unas primeras nociones, escritas con
vista a los principales problemas de Ingenieria general
y ciencias auxiliares, que a su vez pueden ser {tiles méas
adelante para comprender las ventajas practicas de
construir dbacos para férmulas cuyo célculo hace per-
der un tiempo precioso, asi como para estar en condi-
ciones de entender los nomogramas que hoy aparecen
en casi todas las obras mis o menos especiales de la
profesién de Ingeniero.

He aqui el objeto del modesto trabajo que ofrece-
mos, en primer término, a los alumnos y candidatos a
ingreso de las Escuelas especiales, y a la juventud estu-
diosa en general, que quiera orientarse para estudios
més serios y profundos en la materia, y cuyo alcance no
pretendemos sea otro que el de ensefar el manejo cons-



— 7=

ciente de los nomogramas, razén por la cual nos ceii-
mos a lo indispensable de la teoria, extendiéndonos mas
en los ejemplos y cuestiones puramente de aplicacidn,
sin perder de vista la claridad en el desarrollo de los
métodos generales indispensables al fin didactico de la
obra. '

Madrid 15 de marzo de 1916.



NOCIONES DE NOMOGRAFIA

I.—PRELIMINARES

1.—Objeto y aplicaciones de la Nomografia.—La Nomo-
grafia (1) es un procedimiento de calculo mediante el
cual, dadas la relacién o relaciones que ligan a dos o
més variables, representa a éstas por sistemas de lineas
o puntos acotados, y los sitGa después, generalmente
sobre un plano, de tal modo, que por una construccion
geométrica mas o menos sencilla, puede venirse en co-
nocimiento de los valores numéricos de las variables
que simultaneamente satisfacen a la relacién o relacio-
nes propuestas. :

Si las variables estin unidas por una ley matematica,
el nomograma traduce y resuelve la férmula o ecuacién
expresiva de dicha ley: si estin ligadas por una ley fisi-
ca deducida de la experiencia, la posiciéon y forma de
los elementos representativos de las variables, asi como
las construcciones necesarias para determinar cada serie
de sus valores simultineos, pueden en muchos casos

(1) Nombre empleado por M. D’Ocagne, distinguido matema-
tico francés, y derivado de las palabras griegas vépo¢ (ley) y
vedow (escribo).
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orientar ulteriores investigaciones y hasta traducir ma-
tematicamente las relaciones que guardan entre si.

La Nomografia toma de la Geometria analitica el
sistema representativo de las variables, y se diferencia
del Cdlculo grdfico en que, asi como éste se funda en la
sustitucion de los nlimeros por segmentos de rectas me-
didos con una cierta unidad, y en efectuar con estos
segmentos las construcciones geométricas precisas para
llegar a deducir el valor de las incignitas, lo que impli-
ca la necesidad de repetir la construccion en cada caso
particular, la Nomografia da hechas, por decirlo asi, las
operaciones al fijar la forma y posicion relativa de los
sistemas acotados, siendo sdlo preciso para hallar el
valor de las incdgnitas en cada caso, bien una simple
lectura, o bien el desplazamiento del sistema geométri-
co adoptado para relacionar los valores simultineos de
las variables, o de unos sistemas acotados con respecto
a los demés.

Sea, por ejemplo, la ecuacion de tres variables:

tt+yt+z=0 (1]

La Geometria analitica nos dice que, sean cuales-
quiera los-valores reales de «, ¥, 2, dicha ecuacidon re-
presenta en el sistema cartesiano una superficie plana
“que pasa por el origen y corta a los planos coordenados
segin las bisectrices de los dngulos que formen entre
si los ejes X, Y, Z. Mas si, dadas dos coordenadas x, ¥,
de un punto M de ese plano, queremos hallar la coorde-
nada g, que le corresponde, hemos de resolver numérica
o graficamente la ecuacion [1]. Para ello el Cdlculo grd-
fico elige una unidad lineal UL (fig. 1) y mide con ella
los valores dados «x, y;, fija después un sentido para los
signos en una recta indefinida AB, y, a partir de un
punto O cualquiera, toma en el sentido de la flecha los
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segmentos oxy, x4y, respectivamente iguales a las me-
didas de x, yy; es claro que el segmento y,0, tomado en
el sentido BA y medido con la unidad UL, representara
el valor numérico 2, que satisface la ecuacidon propues-

[74 3
o X, K4
4 . )

Fig 1.

ta. Facilmente se ve la necesidad de repetir la construc-
cién indicada para cada par de valores de « e y que se
nos den. '
Representemos, en cambio, por los medios que nos
da la Geometria analitica,
los valores enteros, verbi-
gracia, de x, y, 2 (fig. 2), por
el sistema de puntos acota-
dos 1, 2, 3... que aparecen
.«~#  dispuestos sobre las lineas
y AB, CD y EF; si colocamos
estas lineas o escalas de
tal modo que una recta MN
Fi® 2 que corte a las escalas AB
y CD representativas de las
variables « e y en dos va-
lores cualesquiera «, e y, de las mismas, corte necesa-
riamente a la tercera escala EF en un valor (— z,) tal,
que se verifique

2 Y
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Fig. 2.

m1+y|+2'1=0

hablemos construido un nomograma de la ecuacién [1]
propuesta, en el que sblo tendremos que variar la posi-



cién de la recta MN para hallar en cualquier momento
el valor numérico de la incognita # correspondiente a
los de « e y que se nos den. De modo analogo hubiéra-
mos podido colocar las escalas « e y (fig. 3) en tal dis-
posicidn que, haciendo resbalar la escala CD sobre la
AB, hasta que un valor cualquiera y, de y, coincida con
otro x; de «, el indice M seiale siempre en la escala EF
un valor ( — 2,) de 2 tal, que se verifique

21 +;l/1 + 2, =0.
Déjanse ya ver las ventajas que sobre el clculo gra-

fico tiene la Nomografia, y pueden comprenderse tam-
bién las aplicaciones de que es susceptible sustituyendo

7 5 4 I
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Fig. 3.

a las fablas numéricas, cuya construccién y manejo son
mucho més pesados y expuestos a equivocaciones, pues
si bien es verdad que en aquéllas puede llevarse la
aproximacién al grado que se desee, no es menos cierto
que los nomogramas pueden también construirse con
escalas cuya unidad grafica sea lo bastante grande para
permitir aproximacién de 0,001, més que suficiente en la
practica, salvo problemas muy contados de Astronomia,
Geodesia o Fisica matemaética en que se emplean instru-
mentos de extrema precisién. La tabla numérica es,
ademas, de manejo pesado desde que hay més de tres
variables, y la interpolacién requiere siempre un célculo
a veces nada expedito; en el nomograma la interpola-
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cion es sencilla y rapida, aunque menos exacta, no obs-
tante lo cual, aun en el caso mas desfavorable, basta para
las aplicaciones corrientes en Ingenieria, cuyas formu-
las vienen casi siempre influidas por coeficientes prac-
ticos no siempre seguros. Es, pues, la Nomografia un
medio de calculo utilisimo para el Ingeniero, al que, por
lo menos, siempre sirve de orientacién en el problema
practico que se propone, dandole los valores enteros
de la incdgnita, y, si a esto se afiade una gran elasticidad
en los métodos, asi como un gran ingenio y fuerza en
sus procedimientos de investigacion, puede asegurarse
con Mr. D’Ocagne que es inmenso el horizonte abierto
hoy ante esta ciencia e imposible prever sus futuras apli-
caciones. La facilidad con que eun cualquier momento y
sin otros atiles que un compds, un doble decimetro y, a
lo mas, una regla o patrén logaritmico, pueden construir-
se nomogramas para el cédlculo de las foérmulas mas
complicadas en apariencia, justifican por completo la
necesidad de estos conocimientos para todo Ingeniero,
y entre ellos el agronomo y forestal, a quien puede ser
particularmente interesante la investigacion por este
procedimiento de las leyes naturales que intente deducir
de los resultados de la experimentacién en el laborato-
rio o en el campo.

2.—l|dea general sobre los sistemas acotados: dbacos y
nomogramas.—Sea una cantidad «, que varia entre dos
limites fijos @ y b: podemos imaginar una serie de cur-
vas tales que cada una corresponda a un valor determi-
nado de « y trazar, por ejemplo, las que representen
valores enteros, 1, 2, 3, ucotdndolas respectivamente con
estos nimeros. Si referimos esta serie de curvas a dos
ejes coordenados cualesquiera X e Y, la ecuacion de la
red de curvas sera:

flxye)=0 (a)
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Ahora bien, en vez de esta red (1), cada una de
cuyas curvas tiene una cota, podremos a veces conside-
rar una curva unica definida por las ecuaciones

§ x=f(x) )
{ y =¢(a) : ®)

cada uno de cuyos puntos esté acofado con los valores
enteros 1, 2, 3 de «.

Consideremos ahora una serie de variables «, 6, v, 3.. ¥
supongamos representada cada una por una red de cur-
vas 0 por una curva acotada: podemos imaginar que si
se dan valores fijos an — 1 de las variables (lo que dard
una curva o un punto en cada una de las n -— 1 redes o
n — 1 curvas), habra siempre medio de deducir, por una
construccién geométrica conocida, una curva o un punto
de la ne red o ne curva del sistema: luego existe entre
las » variables una relacién

F(a6y2.) =0 {11

y, reciprocamente, esta ecuacién puede ser resuelta gra-
ficamente por un sistema de redes (a¢) o de curvas aco-
tadas (b), puesto que cuando se dan los valores de n—1
variables se deduce la »* por una construccién geomé-
trica conocida.

El conjunto de las » redes o de las n curvas acotadas,

constituye un dbaco (2) o nomograma de la ecuacién

(1) Del mismo modo podriamos suponer referidas estas cur-
vas a un polo y eje polar, en cuyo caso su ecuacion seria

flpwa)=0 (@

(2) Del griego aéaE (tabla para el juego de dados). Para ma-
yor claridad conservaremos el nombre de 4bacos a los formados
por redes de curvas acotadas; dando el de nomogramas a los for-
mados por curvas cuyos puntos estén acotados.
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propuesta [1]. La construcciéon geométrica que sirve
para determinar la n* variable se llama la clave del aba-
co o del nomograma. '

3.—Familias de abacos, claves.—Se comprende por lo
dicho que una ecuacién tal como la [1] es representable
por una infinidad de ébacos, que dependen de las for-
mas que tengan las ecuaciones (a) o (b) que definen el
sistema representativo, asi como de la clave o construc-
cién geométrica por medio de la cual se deduce la in-

ce 5 *
v 703 ~# % ;/%
///‘\
AT 7IGANT s
/////: //
A4 :
X A | 4: b
a7t 1
7
[ x
Fig. 4.

cognita. Se dice que varios abacos son de la misma fa-
milia cuando, teniendo la misma clave, las ecuaciones
que definen su sistema representativo son del mismo
grado; el objeto principal de la Nomografia es elegir de
entre todos los sistemas o familias de 4bacos que pue-
dan resolver la ecuacidn propuesta, aquéllos cuyo tra-
zado y dibujo sea més sencillo al par que tenga clave
mas expedita. Asi, por ejemplo, la representaciéon por
redes de rectas acotadas es mas sencilla (fig. 4) que
por redes de curvas (fig. 5), y ésta es mas fécil cuanto
las curvas tengan menos inflexiones; el entrecruzamien-
to de los elementos de estas redes resulta siempre algo
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confuso, por lo cual es més practico el empleo de rectas
o curvas cuyos puntos estén acotados (fig. 2) y todavia
mas comodo el uso de escalas moviles rectilineas (figu-
ra 3). Respecto a las claves, son las mas sencillas y
empleadas las siguientes.

a) Dado un valor «, de % (figs. 4 y 5) y otro g, de 6,
se sigue la recta o curva cuya cota es «, hasta su en-
cuentro con la acotada ¢, en el punto M; la cota de la
recta o curva del sistema y que pase por M da la solu-
ci6én del problema.

b) Los tres valores «, ¢, v, (fig. 2) que resuelven la
ecuacion propuesta, estan sobre una recta MN que pasa

por los puntos cuyas cotas son «,, §,, v,- Igualmente po-
dria tenerse en vez de MN, un circulo u otra curva
cualquiera.

¢) Setienen cuatro redes de rectas o curvas (x6y3);
cualquier solucién «, 6, v, 8, de la propuesta (fig. 6) es
tal, que, uniendo los puntos M y N de interseccién de las
curvas acotadas «, 6, Y v, &, 1a recta MN resulta paralela
a una direcciéon RR’ determinada.

d) Sien vez de cuatro redes se tienen cuatro curvas
acotadas «, 6, v, 3, (figs. 7 y 8) puede ocurrir que las rec-
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tas MN, RS, que unen valores correspondientes «, 8, y
v. 8, de las variables, sean paralelas (fig. 7) o perpendicu-
lares (fig. 8).

e) Puede darse el caso de ecuaciones representadas

Fig. 6.

por dos curvas acotadas 6 y dos redes de curvas y y 3
(fig. 9.%). La clave puede ser entonces que los puntos

-—— - e cecm e em e ofem.

Fig. 7.

«, &, estén en linea recta MON, con el punto O de inter-
seccién de las curvas cuyas cotas son «, Y &,.
4.—Escalas.—Para trazar las curvas acotadas, es pre-
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ciso el uso de las escalas. Si tenemos, por ejemplo, una
ecuacion f («) y hacemos ¢ = f(«) 0 ¥ = ¢ («) ¥y toma-
mos sobre dos ejes coordenados los valores « o ¥ co-

ceva cememen-Whamee

' . Fig.8.

rrespondientes a un mismo valor de @, se¢ obtendri la
linea AB (fig. 10) definida por las ecuaciones anteriores
¥, acotando cada punto con el valor de « que le corres-

Fig. 9.

ponde, tendremos un sistema de puntos de una cota. El
soporte de este sistema de puntos es una recta cuando
f(x)y ¢ («) estdn ligadas por una relacién lineal, y en-
tonces el sistema de puntos AB recibe el, nombre de

2
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escala de la funcién f(«). La forma general de toda es-
cala rectilinea es

u=mf(x) (2}

en cuya expresién m es el médulo, o sea el valor que
toma » cuando f(«) es igual a la unidad; si hacemos
crecer o en progresién aritmética con una razén cual-
quiera, cada valor de u distard del anterior o del que le
“sigue una cantidad variable definida por la caracteris-

Y

tica f de la funcién [2]. Pasaremos revista a las escalas
mas usadas en Nomografia.

Escala regular.—Esta definida por la funcién 4 = ma,
en la que claramente puede verse que si hacemos variar
« seg(in una progresién aritmética cuya razén sea r, los
valores de % variarian también seg(in otra progresién
ouya razén serd m r; a intervalos iguales en la variaci6én
de « corresponden intervalos iguales en la funcién w,
siendo el tipo de estas escalas el doble decimetro, sobre
ouya construccién y uso no hemos de insistir.

Escala logaritmica.—Representa la funcién u =m



—19 —

log « base de las reglas de célculo. Para construirla, una
vez elegido el mddulo m, basta ir tomando sobre una
recta los valores de los logaritmos de los nimeros, y aco-
tarla con los nimeros correspondientes. Observando que
log1 =0, log 10 =1, log 100 = 2, log 1.000 = 3, etc.,
tomaremos sobre una recta OX (fig. 11) tres
longitudes, iguales al médulo m, acotando los
puntos que resulten con los ntimeros 1, 10,
100 y 1.000. Después acotaremos el primer
trozo seglin los valores de los logaritmos de
los nameros 1 a 10, el segundo segin los de
10 a 100 y asf sucesivamente. Es de observar
la notable propiedad de esta escala, que con-
siste en la repeticion de la longitud de sus in-
tervalos para valores de «, diez, ciento, mil, et-
cétera, veces mayores, por lo cual, para cons-
truirla, basta tener un pafrén acotado de 1 a :
10 y cuya longitud sea igual al m6dulo quese “HS
desee (1). '

Escala segmentaria.—Representa funcio-
nes de la forma -

1

T .9 6 Lo 42

2a 2
u=m =m i
1+7

a1

muy frecuentes en las aplicaciones, siendo
utilisima para que puedan quedar represen-
-tados todos los valores de # cuando « crece
de 0 a . Se ve, en efecto, que para o =0,
% = 0, y que para ¢ = % u = 2m, por lo cual,
adoptando para m un valor conveniente, la magnitud 2m

Fig. 11.

(1) La casa Tavernier Gravet de Paris construye patrones lo-
garitmicos con médulos de 1™, 0™,50, 0™,25, 0™,125 y 0™,0625; tam-
bién se ha construido papel logaritmico anilogo al cuadriculado
que se usa para dibujo y del quemésadelante damos una muestra.
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puede llegar a ser suficientemente grande. Esta escala
(fig. 12) va disminuyendo el intervalo de sus trazos a me-
dida que « aumenta, y si no quiere fraccionarse hay que
elegir el médulo de manera que, al intervalo mas pe-

p . )

PrudyuswBos &y
’

Fig. 12.

quefio que se tenga, corresponda en la fun-
cidn una longitud apreciable entre los trazos.

Escalas naturales.—Suelen llamarse asi
las de ciertas funciones, tales como

n
u=ma", u=m\/a, u=msena,

u=mecosa, u=nmtanga

y otras que se encuentran frecuentemente
en la préactica.

Todas ellas son irregulares, no debiendo
emplearse las dos primeras para valores de
n superiores a 3, a causa de la desigualdad
de sus intervalos; son en cambio muy im-
portantes las trigonométricas, de cuya cons-
truccién nos vamos a ocupar. '

El procedimiento que se ocurre es, una
vez fijado el médulo, coger una tabla numé-
rica y acotar la recta soporte por medio del
doble decimetro; asi por ejemplo, para la es-
cala de senos, elegido m = 0™,10 (fig. 13),
tomariamos una longitud AB =0=,10, cu-

‘yos extremos acotaremos con los nimeros

0° y 90° puesto que para «a=0; u=m
sen 0° = 0m,10 sen0° =0, y para a = 90°

u =0m,10 X sen 90° = 0m,10. Después iremos  viendo
en la tabla numérica los valores intermedios y multi-
plicandolos por 0=,10, tomando el resultado con el do-
ble decimetro en la escala y acotando los puntos resul-
tantes con el ntmero de grados del arco correspon-

diente.



Es maés sencilla, sin embargo, la construccién grafica
siguiente. Tracese un cuadrante de radio m (fig. 14) y
dividdsele con un transportador en grados, minutos,
etcétera, con arreglo al intervalo que necesitemos para
«. Si proyectamos los puntos de divisién sobre los ra-
bo 4t f‘_"o“ﬁﬁ
> 6¢ e I‘ ““““ v o*ox).'no
Escatas Zflgbnm/nqn

Fig. 13.

dios OA y OB, bastara acotar las proyecciones para
tener en OA la escala de senos y en OB la de cosenos
de 0 a 90°. Facil es ver que, construida cualquiera de
ellas, basta poner en vez de 0° 10° ... . 90° los com-
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Fig. 14.

plementos 90° 80°..... 0° para obtener la otra, asi como
para valores mayores de 90° tener en cuenta los 4ngulos
suplementarios.

La de tangentes se construye (fig. 15) una vez traza-
do el cuadrante de radio m, sin més que trazar los radios
que pasan por las divisiones 10°, 20°. . . . . etec., y acotar
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con estos ntimeros sus puntos de interseccién con la

tangente AT. La fig. 15 indica la construccién de la es-
cala de secantes OS, y de modo anilogo se dibujarian

T -7 ) '? So°

an genles

Fig. 16.

la de cosecantes y cotangentes, con lo cual dispondre-
mos de las escalas

u=—msena U= ==M C086C &

son «
U=mcos «

= =msec o
«=mtang « 008 &«
u=moot «
a las que pueden anadirse las —_y —m—, mﬁy ati-

: tanga ~ sec «

les en ciertos casos, puesto que las escalas de tangentes,
cotangentes, secantes y cosecantes no caben en los limi-
tes del dibujo por tener u el valoroc para « = 90° y 0°,
respectivamente.
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Escalas déﬁvadas.——Resultan de la funcién general
w=mf (=)

cuando se sustituye « por una funcién cualquiera, ver-

bigracia, M« + N, ~- siendo M y N cantidades constan-

tes. Para construirlas basta aplicar al soporte el patrén
de la escala funcional primitiva correspondiente, y aco-
tar con arreglo a los valores que tenga la funcién deri-
vada. Por ejemplo, para construir la escala

u=m iog (Mae+4N)
tendriamos, puesto que para

a= 0 u=mlogN .
a= 1 u=mlog(M4N)
«a=10 u=mlog(10.M+N)

...............................

etcdtera,

que colocar el patrén logaritmico de m6édulo m sobre el
soporte y acotar con cero la divisién correspondiente
al nfimero N, con 1 la idem, id., al nimero M + N, con
10 la idem, id., al nimero 10 M + N, y asi sucesivamen-
te, haciendo lo mismo para los valores intermedios.
Entre las escalas derivadas pueden también contarse las
de los logaritmos de las lineas trigonométricas u =m
log sen «,u = m log tang «, etc., cuya construccién no
ofrece dificultad y se ve con frecuencia en las reglas
de célculo.

Escalas transformadas.—Son las deducidas de otra
cualquiera por una transformacién geométrica: la que
se emplea con mas frecuencia es la escala lineal gene-
ral, representativa de la funcién

= o



siempre que M X' Q no sea igual a P X N. Estas escalas
pueden deducirse de una escala regular cualquiera por
una simple fransformacion homogrdfica. Sea, en efecto,
OX (fig. 16) el soporte de la escala lineal [3] y suponga-
mos conocida la cota del punto O, por ejemplo. Si por
este punto trazamos una recta OX’ y sobre ella sefiala-

Fig. 16

mos una escala 'regular cualquiera, de tal modo que su
cota O’ sea la misma del punto O, las graduaciones en el
sentido OX vendran definidas por ecuaciones de 1a forma

L Md4N—Ma =N M —a)

U=u —u =m Pa-—}-Q =m PG+Q
referidds al origen 0 y ejes coordenados OX, OX’,al paso
que las graduaciones de la escala O’X’ (regular) tendran
por ecuaclén, referlda a los mismos ejes '

u;—m,(a —-a)

Pero la ecuamén de una recta cualqmera HO o’
que una dos puntos O’ O’ que tengan 1gual cota en
ambas escalas, Serd A

x Yy ) ‘ 'P°‘+QA . ~
7t =11 ose m_.M(a‘f¥a')x+

TCE N

(1) Condici6n para que una recta pase por dos puntos, cuan-
do éstos se encuentran sobre los ejes coordenados.
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ecuacién de primer grado en «, y que, por lo tanto, re-
presenta la general de un haz de rectas concurrentes
en el punto H, cuyas coordenadas pueden deducirse de
las ecuaciones

Px _ Qx _
M =1 y + -I-a 0.

Obtenido asi el punto H, cualquier recta que pase
por él y corte en un punto 0 a la escala regular, dara
en la lineal OX un punto O’ de igual cota.

Escalas iségradas.-—Son aquéllas en que los interva-
los correspondientes a la funcién » son iguales, y muy
tiles cuando se quiere, verbigracia, que el cuadriculado
del abaco resulte regular, es decir, formado de lineas
equidistantes. Para construirlas hay que averiguar a qué
valores de a corresponden valores equidistantes de u, y
son muy dificiles de dibujar sin una tabla numérica muy
completa de valores de la funcién mf (a).

5.—Construccién geométrica y lectura de las escalas.—
Dada una escala cualquiera de médulo m, puede cons-
truirse otra de médulo m, valiéndose de un haz de rec-
tas y de los principios de la homografia. Si colocamos,
en efecto (fig. 17), la escala AB de médulo m, paralela-
mente y a tal distancia del soporte A’ B’ de la nueva
escala, que se verifique

toda recta que pase por O y corte a la escala AB en un
punto M, cortaré al soporte A’ B’ en un punto M' de
igual cota que el M.

La buena lectura de las escalas depende, ante todo,
de la claridad del dibujo y del tamaifio de los intervalos,
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por lo cual es tarea muy importante la de escoger el
médulo més apropiado en relacién con el campo de las
variables, dentro del cual necesitamos los valores de las
funciones o de la inc6gnita. Generalmente no se acotan
todos los trazos de la escala, sino aquéllos de cota ente-
ra o que tienen importancia, bastando para facilitar la
lectura hacer mis largos algunos trazos, como ocurre
en las reglas usuales. La interpolacién se hace a ojo, no
siendo, por lo general, err6nea en mas de liO de la lon-
gitud del intervalo, debiendo procurarse no sea nunca

4 s Z

Fig. 17.

esta longitud menor de 0=,001. Mas, hay ocasiones en
que, bien por la extensién de los limites de las variables,
bien por exigencias de la lectura o por la forma espe-
cial de la funcién que se representa, seria preciso dar
a las escalas longitudes exageradas para el tamafio del
nomograma o reducir sus médulos hasta perder la pre-
cisién requerida en la lectura; lo que hace necesario un
modo de encajar, digdmoslo asi, el 4baco dentro de un
cuadro de dimensiones determinadas, sin que se pierda
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"1a disposici6n relativa de las escalas. Este objeto puede
conseguirse desde luego con la fotografia, reduciendo o
ampliando el nomograma en la relacién necesaria; pero,
como el problema se presenta muchas veces al cons-
truir el 4baco, hay que recurrir al método llamado de los
multiplicadores correspondientes que vamos a indicar-

Principio de los multiplicadores correspondientes.—
Sea la ecuacién [1] que ha de representarse

F (2672 ....)=0 1]

y supongamos sea tal que a una solucién cualquiera
%1 €, 7, 8 ... ©tC., corresponda otra i, X «,, As X 8, As X 71,
A, X 2, ... Toda red

flxye)=0 (a)

representativa de una cualquiera de las variables «, da
lugar a otrared :

fyryxXk=0 (a) .

que podré, superponerse a la primera acotdndola de un
modo diferente, y toda curva

x=f()
y=e@{ @

dari lugar a otra curva idéntica

r=fA X)) ,
y=otxaf @

pero que estara acotada de modo distinto. Luego la su-
perposiciébn de ambos sistemas representativos daréd
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lugar a un dbaco cuyas escalas tendran doble gradua-
¢ién, pero que permitira a veces aumentar el médulo o
colocar las escalas dentro de los limites del dibujo. Es-
cogiendo los multiplicadores i, i, .... de tal manera que
sea facil pasar de memoria del valor A, x «, al a,, basta
escribir una sola de las graduaciones, no habiendo otra

Fig. 18.

dificultad que, si hemos elegido, verbigracia, n — 1 mul-
tiplicadores de la ecuacién [1], de manera que sean sen-
cillos, el n° viene determinado a fortiori por la ecua-
ci6én, siendo a veces complicado el cilculo de memoria
y preciso, por lo tanto, inscribir las dos graduaciones
en la escala correspondiente.

Por ejemplo: sea la ecuaciéon

a=€XY

que se representa en la figura 18 y cuyas escalas su-
pondremos, demasiado reducidas para leer con toda cla-
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ridad. Si hacemos 2, =10 &, = 100, es claro que, si la ecua-
cién ha de verificarse, 1, debe ser igual a 10 X 100 = 1000,
y tendremos

1000 « = 10.6 X 100y

Luego si graduamos las escalas ¢ y y con arreglo a
los valores 10 ¢ y 100 y, acotindolas, sin embargo, con
arreglo a los de ¢ y v, es evidente que en la escala a
tendremos, no los valores «, sino los de 1000 «, por lo
cual serd preciso dividir por 1000 la lectura que obten-
gamos al hacer la alineacién MN correspondiente.

6.—Anamorfosis.—Es, en general, toda transforma-
cién algebraica de la ecuacion propuesta [1], en virtud
de la cual, si ésta era representable por una serie de
redes curvas (a) o curvas acotadas (b), puede lograrse
su representacién por medio de redes de rectas (a) o
reclas acotadas (b) (1).

Como se ve, la anamorfosis es sumamente Gtil para
obtener y trazar nomogramas sencillos sin variar la
clave que resuelve el dbaco, y, como veremos més ade-
lante, es de uso indispensable en ciertos problemas no-
mograficos. De la definicién anterior se deduce que, si
una red cualquiera definida por la ecuacién

flxys)=0 (a)
puede ponerse bajo la forma

p@xrte(@)yto(2)=0 (a)

(1) Puede generalizarse esta definicién llamando anamor-
fosis al procedimiento de representar una ecuacién por las redes
de lineas mads sencillas posibles. Anamorfosis seria, a nuestro
juicio, también la transformacion de la propuesta necesaria para
ser representable,verbigracia, por redes de circulos concéntricos.
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su sistema representativo estard formado por una serie
de rectas cuyas coordenadas tangenciales (1) serin

y habremos realizado la anamorfosis del sistema repre-
sentativo de la variable a.

Del mismo modo, siempre que la curva acotada de-
finida por las ecuaciones

x=f(x) '
y=9( ol

pueda ponerse bajo la forma

_ () _ Pa(a) .
*=wm T am v

la ecuacién puntual (cartesiana) de la curva se obtendra
eliminando « entre las relaciones [b’] siendo evidente
que esta curva serd una recta, cuando, hecha la elimi-
nacién, se llegue a la forma

Axz4+By+4+C=0

lo que ocurriri cuando las relaciones [b’] sean de primer
grado en «, quedando también entonces hecha la ana-
morfosis del sistema de puntos representativos de la
variable «.

(1) Sien la ecuacién de unarecta Ax 4 By 4 C =0, referida
a ejes cartesianos X, Y, los segmentos ¢y b que determina sobre

estos ejes son g — — g— yb=— % sus coordenadas tangencia- -
‘les seran u = 1 B 1 A

A
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II.—REPRESENTACION DE ECUACIONES DE DOS VARIABLES

7.—Rbacos cartesianos y su anamorfosis.—Sea la ecua-
ci6n de dos variables

F(a6)=0 [1]

que queremos resolver nomogrificamente. Considere-
mos las dos redes

f(xya)=0
f(xy€) =0 (a)

referidas a los mismos ejes coordenados X e Y. Si eli-
minamos « y € entre las ecuaciones [1] ¥ (a) llegaremos a
una ecuacién entre x e y que sera la de la una linea
donde se encontraran los puntos de cotas « y €. La for-
ma mas sencilla de las ecuaciones (a) es, evidentemente,

r—oa=0
y—:=0 (@)

representativas cada una de un sistema de paralelas a
los ejes coordenados, por lo que el dbaco tendréa la for-
ma de la figura 19 y su. clave seréd la de seguir la linea
de cota «, hasta que corte a la curva AB en M, y leer
despusés la cota € de la linea del otro sistema que pase
por dicho punto.

Para hacer la anamorfosis, es decir, que la curva AB
sea una recta, es preciso elegir las redes (a) de manera



que la eliminacién de « y ¢ entre ellas dé lugar a una
ecuacion de primer grado entre x e y.

2
Ejemplo.—Sea la ecuacién [1]S = = % que da el

- érea S del circulo en funcién del didmetro d, y que
puede escribirse S - 0,785d2 Adoptando el sistema de

e

O " SN
M [

redes (a4) de paralelas a los ejes coordenados, estas
redes seran

z:g (@) .
¥y, eliminando S y d entre la ecuacién propuesta y las

(a4), tendremos
0,785 —y =0 [2]

- que es la ecuacién de la curva AB de la figura 19 en
este caso, y que, como puede verse, es una paribola
de 2.° grado que pasa por el origen de coordenadas, y
cuyo parametro es 0,637, puesto que la [2] puede es-
cribirse ‘ o

x? =2 X 0,637y
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La figura 20 (lémlna I) es el dbaco de la ecuacidén [1]
construido con médulos Om ,002 para la escala S y 0,01
para la escala d.

Para hacer la anamorfosis, es preciso transformar
la [1] de manera que, elegidas otras redes (a), resulte
la [2] de primer grado, o variar una de las redes (a,) de
manera que se obtenga el mismo resultado. Lo primero
puede hacerse tomando en [1] logaritmos, con lo cual se
convierte en

log S =log 0,785 4+ 2 log d 1

y eligiendo las redes

x=1log$S

y=logd (@)

la eliminacién de S y d entre las ecuaciones [1°] y [a,],
da por resultado la recta

y —2x = log 0,785

ficil de construir, con la que se obtiene el dbaco de la
figura 21 (lamina II) que esté hecho con el médu-
lo 0™,10 (1).

Lo segundo puede hacerse con la propuesta
S == 0,785d? adoptando las redes

— ]2
yost @

‘que dar4n, después de hecha la eliminaci6n, la recta
y=0,185x [2"1
(1) Como puede verse en la figura 21, el papel logaritmico o

cuadriculado segiin la escala logaritmica facilita extraordinaria-
mente las construcciones de dbacos de esta clase.

3



— 84 —

Trazada esta recta (fig. 22, ldmina III) y adoptado un
médulo m = 0,002, por ejemplo, se acotara el eje de 1as
Y con una escala regular, y el eje de las X con una esca-
la de cuadrados (x = md?), bastando después trazar las
paralelas correspondientes para terminar el abaco.

8.—Abacos de escalas de igual soporte.—Hemos visto
(n.° 6) que si se ha hecho la anamorfosis en la ecua-
cion [1], F (x8) = 0, sera preciso que las ecuaciones

flxya)=0)
flxy6)=0 @

sean redes de rectas y, por lo tanto, que afecten la forma
lineal. '

f@)e+ oy +4@)=0 (z)
fOc+o8)y+e6=0 ()

Pero como toda solucién del sistema («) (¢) ha de
serlo de F («6) = 0, y reciprocamente (n.°2), es claro
que el determinante

F(2) o(2)

A= = fla)e(B) — f(B)o(x) =0 (2]

1(6) ¢ (8)

que contiene la condicion para las soluciones comunes
del sistema («) (&), debe identificarse con la ecuacién
propuesta, para que éste sea representable por las redes
de rectas indicadas. ‘

Consideremos ahora las lineas definidas por las

ecuaciones

x==0 r=0 l
e Wy Ol
V=G v )
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que, en coordenadas cartesianas, representan el eje de
las Y. La condicién A = 0, expresa la superposicién de
las lineas acotadas [«] y [¢] puesto que si se tiene

fl@) _ ()
ele)  9(6)

resulta, evidentemente, la condicion [2]
f(@)o(6) — f(B)o(x) =0
Esto indica en lenguaje geométrico, que, construimos

con el mismo médulo las escalas rectilineas

wl@ o IO

=M (@) =™ ®)

a uno y otro lado del mismo soporte OY (fig. 23), coin-
cidiran siempre las cotas de dos valores a4 8; que satisfa-
gan la ecuacion [1] propuesta, y tendremos el nomogra-
ma mas sencillo, con la clave més sencilla posible, pues
bastara buscar en su escala el valor «y que se tenga,
para encontrar a su lado la cota ¢, del ¢ que le corres-
ponde.

Es, pues,claro que, siempre que la ecuacidn propues-
ta sea de la forma A = 0, y en general de la forma

f(a)=o(8)

podra representarse por un nomograma compuesto de
dos escalas rectilineas construidas sobre el mismo so-
porte.

Ejemplos.—1.° La ecuacién ya indicada S = 0,785d?
puede nomografiarse construyendo a un lado y otro de
la recta AB las escalas.

u=mS
u=m.0,785d*
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y haciendo que coincidan dos valores cualesquiera co-
rrespondientes. Asi se ha construido el nomograma
de la figura 23 (lamina IV) adoptando como moédulo
m = 0,002. De modo analogo se construiria

log S =1log 0,785 4-2log d

trazando las escalas

u=mlogS
v=m’[log 0,785 4 2 log d]

que se ha realizado en la figura 24 (lamina IV) acoplan-
do los valores d =1,S = 0,785 de dos escalas logarit-
micas de médulos 0,20 y 0,10 respectivamente.

2.° El volumen de la esfera tiene por expresién, en
funcién del didmetro

= % =d® = 0,5285 d*

y tomando logaritmos
log V = log 0,5285 4+ 8 log d

se construird el nomograma con las escalas

u=mlogV
v=m [log 0,5235 + 8 log d]

siendo aun mas sencillo construir la escala » con mé-
dulo m = 0,05, y después la w' =logd con moédulo
m’ = 3 X 0,05 = 0=,15, acoplando los valores d =1y
V = 0,5235. Asi se ha hecho en la figura 25 (lamina IV).

3.° Sea la ecuaci6n exponencial y = e, que puede
escribirse

logy =xloge osea, puestoque e¢=27182, y loge =0,48427
log y = 0,48427x
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Figs. 8B y 24.—Area del circulo § = 0,785, d?
Fig. 26.—Volumen de la esfera vV =0,5235. &3
Fig. 26.—Ecuacién exponencial y = ¢®
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Adoptando como médulo 0=,05 resulta el nomogra-
ma de la figura 26 (ldmina IV) compuesto como se ve de
la escala natural
u = 0™,02172x
y de la logaritmica,

v=07%,05logy

habiéndose hecho coincidir las escalas en lqs valores
x=1ey=27182,

IIT.—REPRESENTACION DE ECUACIONES DE TRES
VARIABLES.

9.—Abacos cartesianos.—Consideremos la ecuaci6n
de tres variables :

F(az6y)=0 1]

y las de tres redes de curvas [a]

flxye)=0
flxy6)=0 [a]
flzyy) =0}

tales, que, eliminando entre ellas x e y se obtenga la
propuesta [1]. Es claro que a toda solucién («, &, y,) de
esta Gltima corresponderan tres curvas, cada una de un
sistema, de las redes (a), curvas que pasaran por un mis-
mo punto M representativo de la solucién buscada, obte-
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niéndose un dbaco compuesto de tres redes (fig. 5) cuya
clave serd la mas sencilla posible (n.° 3, a).

Siendo arbitraria la eleccién de dos de las redes (a),
[n.° 3] la tercera resultard de la eliminacién de « y 6
entre estas ecuaciones y la propuesta; por tanto, lo mas
sencillo es elegir estas dos redes, de la forma

|| ||

i @

os decir, de rectas paralelas a los ejes coordenados, en
cuyo caso la 3. red sera, evidentemente,

F(xyr)=0 (a")

obteniéndose entonces un 4baco cartesiaro, compuesto
de dos sistemas de paralelas a los ejes coordenados y
de un sistema de curvas dadas por la ecuacién (a’’).

Ejemplos.—1.° ABACOS DE LA MULTIPLICACION.—Sea
la ecuacién F (x6y) = 0 en este caso

o=86y esdecir a—gy=0 1]

Escogiendo las redes de paralelas a los ejes coorde-
nados

)

(@)

Il Il

X
)
y eliminando ¢ y y entre las ecuaciones [1] y (a ) resulta

para la tercera red la ecuacién

a=zy (@)

que, como puede verse, representa una serie de hipérbo-
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las equildteras cuyas asimtotas son los ejes coordena-
dos. El dbaco seri el represetado en la figura 27 (1ami-
na V), construido con las escalas naturales OX, OY, v la
serie de hipérbolas (a"’).

Para ver la influencia que en la facilidad de construir
el abaco tiene la buena eleccién de las redes (a), supon-
gamos en la misma ecuacién [1] que se adoptar =
redes

v=:] @

la tercera red sera entonces

y=xy (a’)

es decir, un haz de rectas que pasarau inr = vTessa c

1

cuyos coeficientes angulares son los vaiara: 4 - b
figura 28 (lamina VI) aparece este dumt. ‘i <VHAN

puede verse, es mucho més sencille G- vengrris - G
manejar que el de la figura 27.
2.° ABACO DE LA ELEVACION 8 (VTN Tas. 222 s

ra la ecuacién

AW

en la que tomando logaritmus s

logz =" =x-



— 40 —

o sea un haz de rectas que pasan por el origen y cuyos
coeficientes angulares son los valores de y. Para cons-
truir este 4baco se toman en los ejes coordenados esca-
las logaritmicas (fig. 29) y se construye después el
haz (a’’) con el mismo moédulo, lo que no ofrece dificul-

X

07 % 5 4 sérgon

Fig. 29, '
tad. Resulta, sin embargo, el 4baco mal dispuesto para su
uso, por lo cual conviene aumentar el médulo de la es-

cala ¢ recurriendo a los multiplicadores correspondien-
tes. Supongamos adoptado el médulo 0=,05; se tendria

07,05 log « = 0™,05 v . 0,05 log 6

multiplicando y dividiendo por 4 el segundo miembro .
seria .

0,05 log & = 0,0188 v 0,20 log 6

obteniéndose la disposicién de la figura 30 (l4mina VII)
mucho mas conveniente que la anterior.



LAMINA VII

£
Fig. 30.—Abaco para elevacién a potenciag y extraccién de raices.
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3.° ABACO DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO.—
Sea la ecuaci6én propuesta F (x6y) = 0, la

o4t y=0 ]

Escogiendo las redes

) .
f @

Y
la tercera red sera

w4 zxaty=0 o sea y=-—ax—oat (a")

que, como puede verse, estd formada por una serie de
rectas cuyos coeficientes angulares son los valores de «
y cuyas ordenadas en el origen son los valores «2. En la
figura 31 (lamina VII) se representa este 4baco, muy cu-
rioso, porque todas las rectas («) tienen por envolvente
una parébola (1), cuya ecuacién es

1 2

y=4x
10.—El entrecruzamiento de las paralelas a los ejes
hace estos 4bacos de lectura incémoda, por lo cual sue-
le suprimirse su trazado sin mas que acotar los ejes y
usar para la lectura un transparente en el que se di-
bujan dos rectas o indices perpendiculares (fig. 30).
Para leer en el dbaco se coloca el transparente de ma-
nera que pase uno de sus indices por la cota del eje OX,
y se corre hasta que el perpendicular pase por la OY,

(1) Derivando en la ecuacién (a”) se obtiene 0 = —x — 2a, y
eliminando « entre esta ecuacion y la (a”) se llega a la
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leyendo después la cota de la linea en que esté el pun-
to M, cota que seri la soluci6én .del problema. Como los
indices AB, CD han de ser paralelos a los ejes OX, OY,
es conveniente en muchos casos usar un transparente
cuadriculado para no obtener error alguno, sobre todo
cuando la incognita estd representada por las cotas de
uno de los ejes OX, OY. ,

11.—Abacos polares.—Si, como se ha indicado en el
n.° 2, se refieren las ecuaciones (a) a un polo y eje polar,
el procedimiento de obtener el dbaco es el mismo expli-
cado (9), sin més que la consideracién del cambio de
coordenadas. En este caso las redes mas sencillas que
pueden suponerse son

w—tf @

es decir, una serie de circunferencias cuyo centro es el
polo, y cuyos radios son los valores de «, y una serie
de rectas que pasan por el origen y cuyo 4ngulo con el
eje polar varia con é: la tercera red serd como siempre
el resultado de eliminar « y ¢ entre las ecuaciones (a)
y la propuesta, o sea

flewy)=0 '(a")

" ’Sea, por ejemplo, la conocida férmula de los trian-
gulos rectangulos '

a=~§cosY 1]

Haciendo

(S

(a)

=2
Ll
€ ©

resulta, eliminando ¢ y y

a=opcosow [a"]
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que es la ecuacion de una serie de rectas perpendicula-
res al eje polar y que distan del polo los valores de «.
Adoptando el mismo modulo para las tres variables, y
siendo OX el eje polar (fig. 32 l1dmina VIII), se construi-
ran una serie de circunferencias de radios 1, 2, 3....., cuyo
centro sea el polo O, y después una serie de rectas tales,
que su anguio con el eje polar sea los valores de y; si
despusés, y sobre las mismas cotas del eje polar, se le-
vantan perpendiculares a dicho eje, tendremos construi-
do el ébaco, cuya clave sera: buscar el radio cuya cota
sea el valor y, hasta encontrar su punto de interseccién
con el circulo cuya cota sea g, la cota de la perpendicu-
lar OX que pase por el punto anterlor serd el valor de o
correspondiente.

De modo anilogose constrmran las dbacos « =@ seny
Y « = 6 tang v.

12.—Anamorfosis.—Vames a buscar el medio de que
la ecuacién propuesta F («6y) = 0 pueda representarse
por tres redes de rectas, o al menos por tres redes de
circulos, al objeto de facilitar todo lo posible las cons-
trucciones, evitando las curvas, no siempre sencillas,
que pueden resultar de la eliminacion de « y & entre las
ecuaciones [1]y (a).

a). Anamorfosis circular.—Sabemos que, en gene-
ral, para que una ecuacién de segundo grado con dos
variables represente un circulo referido a ejes rectan-
gulares, es preciso que falte el término en xy, y que

los coeficientes de los cuadrados de las variables sean
- iguales y del mismo signo, por tanto, las ecuaciones
generales de tres redes de circulos serdn
frye) =a(x*+ )+ 2f (@) +yo(e) +d(x) = :
Faey®)=as (@ +y) F2f€) +ye(O) +4(6)=0} (@)
fleyy)=as @ +y") +2f¥)+yo(r) +¢G)=0
en que a4, as, ag son constantes y, f, ¢, ¢, funciones di-
versas de las variables, que para mayor sencillez re-
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presentaremos por los subindices 1, 2, 3. Si eliminando
& e y entre estas ecuaciones, la propuesta F (xéy) =0
puede identificarse con la resultante de esta eliminacién,
serd posible representarla por el sistema de redes (a).

Para hacer esta operacién, Mr. D’Ocagne elimina pri-
mero % y? entre las ecuaciones (a) tomadas dos a
dos, lo que da por resultado tres ecuaciones de la forma

(fu O — Fm8) T+ (2,0, — 9, 0,)y + (b, @, — bp8,) =0 [0

representando n m las diversas combinaciones de los
subindices 1, 2, 3, etc. _

Sumando las tres ecuaciones [b] multiplicadas res-
pectivamente, primero por ¢, ¢,¢, y después por f,fafs se
llega a las dos ecuaciones

1fi o1 @ a1 91 4y
fo %2 a:jx—]a2 92 $s|=0
ﬂ? %3 Qg as 93 s [c]
fi o1 fi as 41
fode ma|y—1re as 4o ]=0
fs ¥s as fs as s

Si, por otra parte, se multiplican las tres ecuaciones
dadas respectivamente por fig,— fogs figr—1F s ¥
fie: — fie1, Y se suman los resultados, se llega a la

fin fi o0, .
f2 00 ax|(@®49) 4| fa 93 4 |=0 [d]
fs 93 as fo o5 ds

Y eliminando, por Gltimo, « e y entre las [c] y la [d]
se llega a la resultante buscada

a o1 Ouff fi a o1 fi o141 fi o1 1
A=as 92 $o| +|fs @ w2| +|fs @2 as| X|fo 92 $a]=0
as 93 Ys fs as s fa 95 as fs @5 s
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' Llamando ahora D al determinante
fi 1

fz @2 ¢
fs #s $s

D=

y D; Dg Dy al resultado de sustituir en D, las f,¢ 0 ¢ por
las a, la resultante A podri expresarse abreviadamente
por

A=D}+D;,+D¢D=O .[2]

que debe identificarse con la F' (x8y) = 0 para que ésta
pueda representarse por las tres redes de circulos.

Cuando @y = a, =0, dos de las redes (a) son de
rectas y la ecuacién [2] se convierte en la

AR/ E /4 LI

y, finalmente, cuando a, = a, = az = 0, las tres redes
son rectilineas y la [2] se convierte en

fi 1 91
fz 92 %2
fs %5 s

D= =0 4]

Ejemplos.—1.° Sea la ecuacién F («6y) = 0 la

2 62
_f,+z
= —57

r 0 sea f’+%2—2fr=0 (1]

que sirve para hallar el radio de un segmento circular
AMB (fig. 33) en funcién de la flecha f—= MN y de la
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cuerda ¢ = AB. Haciendo f=nq, % =g, r=1v la[l]se

escribira
a? 462 —2ya =0 (1]

resultando, por tanto, que f; ¢, ¢, serdn funciones de «,

Fig. 33.

faead2de 6y fs @5 95 de y. Si en la ecuacién [3] anterior-
suponemos

h= o1 =0 h=—a
fg=0 (_?2=1 :‘ﬂ:—ﬂ
fai=—2y o3 =0 d3=0

se convertira en

10—«

0 —a
A=
1 —6

2 1 —«a
0—¢

£ 1 0 '
X 01 —6|=0
0 1

—2Y0 0

que haciendo operaciones se identifica en absoluto con



no -
[

£



la propuesta [1]. Esta ser4, por tanto, representable por
las redes (a), que para el caso son

Flaye) = 0@ +y) 42X 14y X0—a=0

o sea
xr==a, esdecir, x={[
flxyb) =0+ )+xX0+yX1—E6=0
©O sea
y =28, es decir, y:—2'-
flayn =1@"+y)—x X2y +yX0+0=0
O sea

Toe?
' +y* —21x =0, es decir, f*+ % —2rf=0.

El 4dbaco (fig. 34, ldmina IX) estara, pues, corstituido
por dos redes de paralelas a los ejes coordenados rec-
tangulares OX, OY, y una serie de circulos (representa-
tivos de la variable ») cuyos centros estan todos sobre
el eje OX a distancias del origen X =, y cuyos radios
son también p.—= 7, por lo cual pasan todos por dicho
origen O.

La clave del dbaco es la misma conocida, con la par-
ticularidad de que, cuando la incognita es f, la recta
paralela al eje OX, cuya cota es ¢,, puede cortar en dos
puntos (caso de la tigura), ser tangente, o no cortar a la
circunferencia cuya cota es el valor 4, dado de 7, resul-
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tando, por lo tanto, dos una o ninguna solucién para f.
Esto es consecuencia natural de la forma de la ecua-
cién [1] representada; despejando, en efecto, f, se tiene

2
— 9 4+ 2__0
f f'_\/r T

C L.
donde se ve que cuando » > 5 f tiene dos valores rea-

les y positivos (MN y NM’, fig. 33); cuando » —= —;_ hay una
solucién, f = 7, es decir, se trata de un semicirculo, y
que cuando r < % f tiene valores imaginarios, es decir,

no hay solucién.
2.° Otro caso muy sencillo de representacién por
rectas y circulos es la ecuacién

N [

de Pitagoras, en la que se ve en seguida puede represen-
tarse por un ibaco formado de paralelas a los ejes

Il
> R

X
Y
y una serie de circunferencias
z+yt =1
cuyo centro es el origen y cuyos radios son los valores
de v (fig. 35, 1amina X).

b). Anamorfosis rectilinea.—Es la mis empleada y
sencilla, y, seg@in hemos visto anteriormente, si la pro-
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puesta F' (x6y) = 0 puede identificarse con el desarrollo
del determinante '

fi 1
fa 2 s

fs Gs '-}‘s

D= =0 4

aquélla sera representable por las tres redes de rectas

hx+ay+ '?120)
fex+oy+4=0: (a)
l"ax-i-'?ay+'#s=0’

Si, ademés, multiplicamos el determinante D por el

MooV

(l-—_— 12 1t Ve 20

As 3 vs

compuesto de 9 parametros, que cumplan con la condi-
cion d =0, obtendremos una matriz de la forma

Mhitmotvd Asfiraoi+ved Asfidpsoi4-vady
Mt oatvids Aefat-pe0a+vade Asfo-tpavet-vsda| [5]
7‘1f8+l’-1‘?s-|'vl¢s 13fa+lls<.ﬂa+ve¢a lnﬂ)+lla<?a+vs¢a

2=Dd=

que contendri, evidentemente, todos los &bacos posibles
de la propuesta, puesto que toda solucién de [5] lo es
de [4] y, por tanto, de F (x6y) = 0.

13.—Abacos de redes rectilineas y &bacos correlativos
de puntos alineados: condiciones para que una ecuacién
dada sea representable por este procedimiento.—Veamos
las modificaciones que pueden introducirge para hacer
los 4bacos més sencillos posibles, y, desde luego, en la
hipétesis d = 1.
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1.* Que dos de las rectas (a) sean haces de parale-
las a los ejes coordenados (fig. 36). En este caso, debe
tenerse simultineamente, siendo & y » constantes,

fi=k =0
f:z=0 G = T

y, por tanto,
kO Y

0 T2 '-!lg
fa <3 ’}'3

D, = =k =0 5]

2. Que, ocurriendo lo anterior, las rectas de la ter-

f ()
A &
"'A“‘ “ X 7/
"‘A’A’A‘A‘
0 \\\\ \\ N x
/l Y
Fig. 36

cera red pasen por el origen (fig. 37); esto introduce la
nueva condicién ¢3 =0, y, por tanto,

k;O 4’1
l 112 0 A )
D,=[0 ¢ =k1| *|+fa| T‘|=—kl'+3¢z—r?fa¢l=o 6]
fsrgao 2530 T2 e

3.2 Que siendo dos de‘las rectas (@) haces de para-
lelas a los ejes coordenados, el tercer haz sea de rectas
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que formen 4ngulos iguales con dichos ejes (fig. 38). En

__@W

%
1474
/42
47 (£)
/a8 x

tal caso, estas rectas seran pérpendiculares a la bisectriz

&/ AN

\W//\
A éé%é = (“(

8]

Fig. 38.

del 4ngulo de los ejes, cuya ecuacién es, como sabemos,
r=y

y deberan ser sus ecuaciones de la forma

y=—x4+m
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lo que introduce las condiciones

y, por tanto,
ki 0 %
7 o, 0 1,
D;s={0 r %]l=h 1T 3 91|=0 17]
rs '{)a r2 '-'{9 -
ks 7s '~'{a

42 Un haz de paralelas a uno de los ejes, y dos
haces de radiantes dirigidos en sentido contrario (figu-

11/ // / ANAVAW
1] // / ANANA “’
1/ // /L NN
W/ \N
o ) 0 X
Fig. 89.

ra 39). En tal caso, llamando m a la magnitud OO’ la
ecuacién del haz (y) sera de la forma

(x+m)+ya=0
Y, suponiendo que el primer haz de rectas (a) es el

paralelo a uno de los ejes, al X por ejemplo, tendremos
en D las siguientes condiciones generales

fl=0 =" ¢:=0 4‘—'=m




o las més sencillas

fl =0 01 =1 »
f’ = k, » "'), = 0 .
fs =ks » '-313 =m
que llevadas a [4] le convierten en
0n l}*x
D4 = kz (7 0|=0 [8]
ks osm

5.° Abacos de punlos alineados.—Acabamos de ver
(n.° 12) que la condicién (5) 3 = 0 contiene todos los
abacos posibles de la ecuacién propuesta F (x6y) =0
siempre que pueda hacerse la identificacién entre am-
bas. Escribiendo para'mayor sencillez el determinante 3
bajo la forma
F, e 0
F; @, T,
Fy @3 Ty

3= =0

en que F, &, ¥, tienen andloga significacién que f, ¢, ¢,
se tendran las tres redes de rectas

Fx+oy4+9=0 (a)
dando a F, # y w los subindices 1, 2, 3, respectivamente.

Consideremos ahora las tres curvas acotadas, referi-
das a los mismos ejes

x
o |
Yy

f

EEE

=

8

|

5
=

8

=
3
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y una recta MN que pasa por tres puntos de cotas
, 6, 7;, tales que sean una solucién de la propuesta

F (aﬁf{) =0. )
Si llamamos x4y, T2Ys, L3Ys, a las coordenadas de los

puntos cuyas cotas son «,, é,, y,, 1a recta que pasa por
- (1Y) (x2y;) tendra por ecuacién

ey =Y
Y= xg—m,(”” x1) [m] .

0 sea
@ —z)y— @ —y)z+ (0 —2) (yr — %) =0
y la que pasa por los puntos (x,¥,) (x3ys) sera
y—n=0""w—=) - [l
0 sea

(Xs — 1) y — (ys — Y1) x + (s — acx.) (g1 —x1) =0.

Para que las rectas (m) y (n) seanidénticas, es decir,
se confundan en una sola, basta igualar sus coeficientes,
lo que da

. F. F;

Le— X1 =2xs—2% esdecir, Tz=x3 0868 = -
‘I’g M lFs

' @g - Qs
yz—y1=?/a—y1 » y2=y8 . » T:—‘F—a

0, sea las condiciones

Fg ‘Fg .
Fz‘Pg—\Ferz F, \F3I=0

o, ¥,
QQ‘FS—‘P'QQQ: q)s ‘F3|=0
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que verifican precisamente el determinante 3 = 0. Lue-
go este determinante expresa, no sdlo la condicién para
que las tres rectas (a) se corten en un punto, sino tam-
bién la de que los tres puntos «,6,y, de las curvas
[«], [6], [y] estdn en linea recta, o, lo que es igual, que,
si la propuesta F (x6y) = 0 puede identificarse con 3,
dicha ecuacidn seri representable por las tres curvas
acotadas [a], [6] ¥ [1].

Este es el principio general de los puntos correlati-
vos de Mr. d’Ocagne y de sus dbacos de puntos alinea-
dos o nomogramas; a cada recta del sistema (a) corres-
ponde un punto del sistema (b) y reciprocamente, pu-
diendo llegarse al mismo resultado por la consideracion
de las coordenadas tangenciales. En efecto, si al repre-
sentar la propuesta por las tres redes de rectas

F1x+(D1y+‘I",=O) -
F2x+®2y+‘l'g=0 [a]
Fyx + Osy + ¥ =0

observamos que las coordenadas tangenciales de estas
rectas son, respectivamente,

u— 1 | 3 o 1}

[« B RO R R
o 7

|,_o o, @,

v="g- V= Cv=

y recordamos que si haciendo la eliminacién de « en-
tre las ecuaciones [«], de ¢ entre las [¢] y de y entre
las [y] se llega a relaciones de primer grado entre u y »,
de la forma

a;u+b1v+(:l=0)

au+bev+c2=0 (6]
asu+bsv+cs=0 ’
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cada una de estas ecuaciones representa un punfo cuyas

. a b
coordenadas cartesianas son x=—* y=c—‘ ..... etc.,y que
1

€1
ademds, serd comf(n a las rectas (a), es evidente que las
series de puntos que contienen las ecuaciones

F1u+<l>1z;+‘1’1—01
F2u+®20+‘F2 ‘[b] :
Fau—l-(l>sv+‘}s—0,

serdn comunes a las rectas () y tendran por coordena-
das cartesianas

e FL o B2 3

(2] b (6] o h ¥l T
o

_o I

y= ‘yl Y= \1'2 Y= ‘Fs

Fécil es ver ahora que la condicién necesaria para
que las tres rectas (a) tengan un punto comin, o sea

F o, ¥,
6 = Fg (Dg ‘Fg
F 0, ¥,

=0

es exactamente la misma, necesaria para que tres pun-
tos de los que representan las ecuaciones [b] estén en
linea recta.

Intentemos ahora, como lo hemos hecho anterior-
mente, buscar los dbacos mis sencillos de puntos ali-
neados, y supongamos como antes, para mayor senci-
llez, d =1, es decir, que consideramos el determinante

=|fh o d|=
fs 95 $s

fior &
0
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y las curvas
[«] 0 el . [x] .
e = 3

resultaran los siguientes casos, que podremos afiadir a
los ya estudiados.

5. Que una de las curvas[«], [6] 0 [y] sea una recta:
sea, por ejemplo, la [y]. Para ello ha de verificarse, eli-
minando y '

ax+by+4c=0

siendo a, b y ¢ constantes, lo que eqmvale a suponer

' constantes las relaciones

Si fuera g, =7 —constante y f3 =0, la recta [y] es el
eje de las Y; si, por el contrario, es ¢, =0, la recta seré el
eje de las X; cuando ¢,=n y f;=m la recta es paralela
al eje de las Y, siéndolo al eje de las X cuando ¢, = m.
Ademas, si ¢, =0, se tiene

w:y::o

y entonces la recta [y] estd en el infinito y se reduce
a un punto situado en dicha regi6n; finalmente, si son
a un tiempo f3=0 g3 =0, larecta [y] se convertlra en un
punto que es el origen de coordenadas.



Llevando todas estas condiciones al determinan-
te D = 0, resultard
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o
=|f2 2 %2|=0 Dos curvas y el eje de las Y
0 ¥z
fi o1 %
_ Doscurvasyelejedelas X, D=|f; © 4|=0
' fs 0 n
fi : )
D=|f; 2 44]=0 Doscurvasy unaparalelaal ejedelas Y
mos n '
. fi o
Dos curvas y una paralelaalejedelas X, D=|f; vz d:|=0
' fsmn
fx Pt Y1
=|f2 92 32]=0 Dos curvas y un punto en el infinito
fa 95 0
fl Wy '~‘r‘l
~ Dos curvas y el origen de coordenadas D=/ ¢ $a|=
0 0 4s

° Que dos de las curvas, las [8] y [ ], por ejemplo,
sean rectas.
Se dira del sistema [¢]lo que hemos dicho del [y],
siendo de anotar el caso en que las dos escalas [¢] ¥y [y]
sean paralelas. Entonces debe ocurrir

=me
ﬁ = ﬁ = constante, o0 sea h i
©p Ps fs=mus

y se tendra
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8.° Que las tres curvas [a] [¢][y] sean rectas. Se
dird entonces de los tres sistemas lo que hemos dicho
del [y], siendo también notable el caso en que las tres
sean paralelas. Entonces se verificara’ :

I
D=|f "%‘f; 42 [=0.
fio oot

Si, adema4s, las tres son paralelas al eje Y o al eje X,
sera

.

0c m iOm
D=|0¢ n|=0 o D=|f0n |=0.
O0gs r fs0r

Cuando simultineamente se tenga f=0 y ¢ =0 en
cada linea del determinante D, el nomograma se reduce
a un punto, que seré el origen de coordenadas, y cuan-
do ¢, = ¢, = ¢, = 0 el nomograma se reduce también a
un punto situado en el infinito.

En este Gltimo caso, sin embargo, no debe creerse
que la ecuacién propuesta es imposible de representar i
por un abaco de puntos alineados, pues recurriendo al
determinante 3 = D.d, se ve que, aun siendo simulté-
neamente ¢, = ¢, = ¢, = 0, puede haber un nomograma
definido por tres escalas de la forma

r— Mt me y= Aefpef
Asf+1s9 T Aef e’

14.—Para ver ahora la correlacién entre los 4bacos y
los nomogramas, compararemos los casos 1, 2 y 4 de
rectas acotadas con las formas de puntos alineados.
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Todo sistema de paralelas a uno de los ejes esta de-
finido por la condicién f = k, ¢ = 0, o reciprocamente,
que en puntos alineados significa’ una escala cuyo so-
porte es uno de los ejes.

Todo sistema de radiantes que no pasa por el origen,
requiere la condicién ¢ = m, que nos da en puntos ali-
neados, una escala rectilinea; esta escala sera paralela a
"~ uno de los ejes coordenados cuando al mismo tiempo.
sean f=0, 0 ¢ =0. Cuando ¢ =0 todos los puntos
correlativos del haz de radiantes que pasan por el ori-
gen, estian en el infinito; hay entonces que cambiar de
ejes coordenados para volver a la forma ¢ = m anterior,
lo que se consigue sin gran dificultad en el determinan-
te D, multiplicindole por un nimero conveniente de
parametros.

Por tltimo, todo sistema de rectas perpendiculares
a la bisectriz de los ejes, definido, como sabemos, por las
condiciones f=ky ¢ = r, da en puntos alineados una
paralela al eje de las Y.

Falta ahora saber, una vez conocidas estas relaciones
analiticas, como puede deducirse geométricamente un
nomograma, es decir, un dbaco de puntos alineados, de
otros de rectas acotadas.

Para ello, supongamos trazado un 4baco definido
por las tres redes de rectas (a)

fr+ey+9=0 (a2

y sea MN (fig. 40) una recta cualquiera del dbaco, perte-
neciente al sistema (), por ejemplo, y referida a los ejes
cartesianos OX, OY. Sus coordenadas tangenciales son

1

_a 1
OM Y=

ON

_h _
“=
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y supongamos queremos construir el punto correlativo
definido por la ecuacién

ﬁ“+?lv+¢1=0- (p)

Escogiendo el sistema de ejes paralelos AV, BV para
las coordenadas tangenciales, cuyos origenes respecti-
vos A y B estén situados, por ejemplo, sobre el eje car-
tesiano OX y de tal modo que :

AO=0B=d

es claro que, si hallamos dos sistemas de valores de u y
de v que satisfagan la ecuacién (p), el punto que busca-

mos seri el de interseccién de las dos rectas definidas
por dichos pares de valores u’ v y '’ v".
Haciendo en (p) v’ = 0, resulta

obteniéndosesi —% = BR la recta AR, cuyas coorde-
1

nadas son (0. v’).
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Haciendo del mismo modo v’ = 0, resultara

S
f

w = —

por lo cual, si — b AOy,, larecta BO, sera la de coor-
1

denadas (%'’ 0) y el punto C de su interseccion con la AR,
el correlativo que buscamos de la recta MN.

Puede ahorrarse la construccién de los ejes AU, BV"
hallando directamente los valores « = OH y = HC de.
las coordenadas cartesianas del punto C en funcién de
OA = OB =4d, AQ y BR. Se tiene, en efecto, en los
tridngulos semejantes AQB, CHB y ABR, ACH

y=(+a) 2
@+ x)BR=({d—x)AQ

y=(@-a52
de donde
: 4 b
L BR—AQ _ D1 5 e 11— f1
z= d BR+AQ +d b % Vet h o+ f
F1 fl

y - sustituyendo este valor en cualquiera de los de

resulta y = — p —I—f
1 1

Las férmulas anteriores pueden, por tanto, conside-
rarse como las de transformacién de dbacos en nomo-
gramas y pueden ser muy fitiles en la préctica, como
tendremos ocasién de ver.

Cuando MN pertenece a un haz de paralelas al
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eje OX, por ejemplo, se tiene, como sabemos, f =0, g=Fk
y, por tanto, r =d y = — %, es decir, que el lugar geo-
métrico o soporte de los puntos C es el eje BV, y del
mismo modo se veria que el eje AU representa la recta
correlativa de un haz de paralelas al cartesiano OY.
Cuando MN pertenece a un haz de radiantes que
pasa por el origen O, se tiene ¢=0, y, por tan-
to,x = —d¥ " h1 y =0, es decir, la recta AB. Si el

e1+ f1

haz de radiantes no pasa por el origen, y su punto
central tiene por coordenadas x; = a y, = b, trasladan-
do el origen O de coordenadas a dicho punto (a b),
conservando el paralelismo de los ejes, estaremos en el
caso anterior y la tecta correlativa del radiante sera el
nuevo eje X’ de coordenadas.

Cuando MN pertenece a un haz de paralelas cuales-

quiera, la relaciéon F — k es constante, y se tiene

f

‘ Ea
g1 —__ T
T=—d3Ty Y=—7%

+

1

es decir, una paralela al eje OY.

Vemos pues: 1.° Que al dbaco de la figura 36 corres-
ponde un nomograma formado (fig. 41) por dos parale-
las acotadas AU y VB, y una tercera recta |y] siempre
que el sistema (y) sea de paralelas: si no lo fuese el so-
porte [y] seria una curva.

2.° Que al dbaco de la figura 37 corresponde un
nomograma formado por dos paralelas acotadas (figu-
ra 42) AU BV, y una tercera recta AB que formara con
las AU BV un é4ngulo igual al de los ejes coordena-
dos OX OY.
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3.° Que al dbaco de la figura 38 corresponde un
nomograma anilogo al de la figura 41.

4.° Que al dbaco de la figura 39 corresponden tres
-rectas acotadas (fig. 40), el eje BV, el OX y este Gltimo
eje con la acotacién [y] ademéas de la [¢], sin més dife-
rencia que los origenes de las dos graduaciones [¢] y [y
estdn en puntos diferentes del eje OX.

15.—-Como aplicacién de todo lo dicho vamos a ocu-
parnos ahora de la representacién nomogréfica de di-

=
S

'
!

<
N~
L
]
'
R

@)

b bl Ll it LA b gl

Pig. 41. Fig. 42,

versos tipos de ecuaciones de tres variables que son
muy frecuentes en la practica. ;
16.—Forma f; + f; = fs. Es el caso en que la ecua-
cion propuesta F (x6y) = 0 presenta sus tres variables
«, & v, como funciones de igual caracteristica f, pudiéndo-
se ademds separar las variables como indica la notacién.
El determinante D que se identifica con la propuesta
es de la forma
fil1o
201
fs 11




" del que vamos a ver los 4bacos y nomogramas més sen-
cillos que pueden’ deducirse.

a). Abacos.—Puede construirse un dbaco de la for-
ma [7] (fig. 38), constituido por las redes de rectas

() O4+y+fi=0..... y == — f paralelas al eje OX.

6) x=4+04fi=0..... x = — fy paralelas al eje OY.

) x4+y+H=0..... haz de paralelas de igual inclinacién
. con respecto a los ejes coordenados.

A estos dbacos, cuando el dngulo de los ejes es de
120°, se les llama exagonales, porque si las redes («)

FRig. 48.

y (6) no se dibujan, sustituyéndolas por los ejes OY,
OX acotados con arreglo a los valores f;, fo y el
haz [y] se sustituye por la bisectriz OE (fig. 43) del an-
gulo de los ejes, también acotada con arreglo a los va

lores :

& = f3 cos 60°
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habremos evitado el trazar las tres redes de paralelas, y
podremos leer en el dbaco sin més que trazar en un pa-
pel transparente tres indices, I, I,, I, respectivamente,
perpendiculares a las escalas fj, f» ¥ fs, que, como puede
verse, tienen la posicién de las diagonales de un exégo-
no. En efecto, colocando los indices I, I, de modo que,
siendo perpendiculares a las escalas respectivas, pasen
por las cotas [«] [6] de fi, [, el tercer indice pasari por
la cota [ y4] de la solucién de F («6y) = 0.
Ejemplo.—El 4rea de la elipse tiene por expresuin-

T
siendo D y d sus ejes. Tomando logaritmos se tiene
log S= lqg%+logD+logd

ecuacién comprendida dentro del tipo que considera-
mos, y cuyo dbaco exagonal puede construirse (fig. 44,
lamina XI) con las escalas (adoptando el médulo 0,05)

3] © fi=0"05logS ..... segin OY
6] fa = 0™,05 [1,8957 4 log D] segiin OX
[v] fo=0"05logd ..... segtin OE.

b) Nomogramas.—Segin hemos visto anterior-
mente (n.° 14), a los 4bacos construidos corresponden
nomogramas formados por tres escalas paralelas. En
efecto, del determinante [5] se deduce, sumando las co-
lumnas segunda y tercera, el

i 11
fa 01
fs 11

=0
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del cual se obtiene (n.® 13-5.°) el nomograma constitui-
do por las rectas acotadas

[e] :z {1 paralela al eje de las X a la distancia 1
[e] %;’:6’ el gje de las X
.1
st 1
[r] ' 1 paralela al eje de las X a la distancia 9
Yy = _2" .

Si no conviniese esta disposicién del nomograma y
se quiere que las escalas estén separadas una distan-
cia d = OA = AB (fig. 45), puede multiplicarse D’ por
2d, para lo cual basta, como se sabe, multiplicar una de
sus columnas. Si lo hacemos con la segunda resultara

fiedi
fr 01
fed 2

dD'= =0

~ obteniéndose entonces las rectas éeotadas
[a]
8] ‘

% ....BB

g

R e g=e8

——
=}
M

[x]

~—~—— ————
<

Pyl
c———

A veces, sin embargo, no se obtiene todavia una
buena disposicién del nomograma, dados los médulos
que es preciso elegir y el tamafio que para el dibujo nos
conviene; sean, por ejemplo, m,, my, ms los médulos que
debemos adoptar para fj, fs, fs con.arreglo al campo en
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que se mueve cada variable, y sean OB = ayOA=b
las distancias que nos convienen entre las escalas, dada

x A B
h I3 4
A _ B
Fig. 45,

la extensi6n del dibujo; las ecﬁaciones de las tres esca-
las serian

=7nlfl x=7nif2 w=msfa
¥ ;y=a B dy=o0 b fy=s

y el determinante generador del nomograma téndria la
forma _ A '

mfi a 1

mafs O 1|=0=—m1bf1—(a—b)m§fa+msafa
m:;fa b 1 ) .

D" =

pero si D’ ha de identificarse con la ecuacién pro-
puesta f; -+ fa = f5 sera necesario que -

mib=(a —b) ms=ams

de donde se deducen las condiciones

\

a—b
a

m _ﬁ_!;=- _l
SO TG

|
-
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y sustituyendo en la se‘gunda% = % se llegéré facil-
-~ ‘ - ’
mente a la segunda condicién

1 1t 1 T ]
. v ms m ms
Elegidas, por tanto, las rectas OX, BB’ (fig. 45) y los

médulos my, m,, el tercer médulo m; vendra dado por
la relacién [m] y la posicién de la tercera recta AA’ por
el resultado de despejar b en la ecuacién [n].
' Ejemplos.—1.° Sea la ecuacién, ya vista (n.° 9) ¢ = (1%

de la multiplicaci6n: tomando logaritmos, se convierte en

log a =log 6 +1log .

Adoptando el mismo médulo 0=,10, verbigracia, para
las tres escalas, resultard el nomograma de la figura 46
(lamina XT) construido con las escalas equidistantes

: z=0™,101og 6 : x=07,10log Y
(6l y =0™,10 [r] y=0
o] . Jz=0"5X0"10loga
(¥ =075 X 07,10

2.° Para determinar en topogfafia la posicién de
un punto cualquiera del terreno sobre un plano, son
muy empleadas las ecuaciones '

[I] D=gsen?'a [2] 2z=Dtga [8] x=Dsend [4] y=Dcosb

que tomando logaritmos se convierten en las

log D =1log g+ 2logsen«, 1]

z) (tga )
log x} =1logD-}1log { sen 6 - [8]
y cos 6 [4]
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que, pueden representarse por cuatro nomogramas an-
logos al de la figura 46. Pero si observamos que
log sen @ y logcose pueden tener el mismo médulo,
asi como los log «, log y que figuran en las [3] y [4], no
es dificil acoplar estos dos nomogramas en la forma
que se ve en la figura 47. Pero, puesto que también los
logy y log D que figuran en las [1] y [2] pueden cons-
truirse con el mismo médulo, no hay inconveniente en
usar una escala com@n para dichas dos variables, escala
que puede colocarse sobre el mismo soporte de la «, y,

A B e'. I,- .
F 1 IO J F— sen'e
“feensT T R 2
2;---._---.2..------.29. -:g’:"
ruo-----—-----------------p
TR
A 2 . ¢ 2
Fig. 47.

aprovechando después el soporte de la escala D ([3}
y [4)) para colocar las D [1]y 2 [2], sin m4s que poner
también sobre otro soporte cualquiera las otras escalas
restantes, o sea, 2 log sen « y tg «. De éste modo, y sé6lo
con cuatro soportes, cada uno de dos escalas, se puede
llegar a obtener una fabla taquiméirica completa (figu-
ra 47). La escala AA’ lleva por cada lado las log
sen @ y log cos @ respectivamente; la BB’ sirve por un
lado para las variables D y g, por el otro para las «
e y; la CC’ lleva por un lado la escala D (férmulas [3]
y [4)) y por otro las P y D (férmula [1]) y, inalmente,
la DD’ tiene a la derecha los valores de 2 log senq, y a
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Fig. 48.—Nomograma para el taquimetro.

Ecuacione:: D =gsen?q z=Dtgeg
a=Dsen@ y=Dcos g
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la izquierda los de tg «, por lo cual las alineaciones que
se ven en la figura resuelven por completo el problema,
en una sola hoja de papel.
Respecto a médulos, lo mas sencillo seria poner las
- cuatro escalas equidistantes (fig. 47), pero esto tiene
inconvenientes, dentro del campo usual de las variables,
para los nomogramas [1] y [2]. Para evitarlo, hemos re-
currido en la figura 48 (1amina XITI) a las férmulas expli-
cadas mas arriba [n] y [m]. Para ello, y elegido el médu-

lo 0=,10 para las escalas log sen ¢,log cos ¢y D (férmu-

las [3] y [4]), que se han colocado equidistantes a 0=,05
una de otra, resulta 0,05 como mdédulo de las escalas
log « y log y. Después, y para situar el cuarto soporte,
tenemos como dato (nomogramas [1] y [2]) (fig. 47)

b=BC=0",06

por lo que, eligiendo el médulo 0=,075 para 'las esca-
las DD’, o sean las 2 log sen « y tg «, se tiene ademds

my = 0™,075
quedando afin a nuestro arbitrio una de las cantida-
des mg, 0 a = BD. Haciendo, pues, mg = 0™,05 la ecua-

cién (n) da en seguida a = m, = 0,075, y la ecuacién (m)

mims 07,075 X 0™,05 =' 0™,00875 __ o™ 15
mi—ms  0®075—0m05 0,025 ’

me =

que es el médulo con que esti [construida la escala
comin de logg y log D. Por Gltimo, dentro del mismo

" soporte, la escala 2 estd corrida un médulo (0=,05), ha-
cia arriba, con respecto a la D, para mayor facilidad en
las lecturas y para poder colocar la escala tg « dentro
de los limites del dibujo.
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' Puede observarse también en el nomograma (fig. 48)
la poca apreciacién que tienen las escalas sen @ y cose
para valores respectivamente superiores o inferiores
a 45° ocurriendo cosa parecida con la tg «, asi como en
todas ellas con los dngulos menores de 1°, que se han:
suprimido por imposibilidad material del dibujo en los
limites adoptados. Este defecto puede corregirse hacien-
do nomogramas especiales para estos valores de las
lineas trigonométricas, pero hi aun asi se salva la difi-
cultad de los valores © que tienen log sen ¢ y log cose
para los de ¢ cero y 90° respectivamente, por lo que
puede ser practico el método de M. Lafay indicado en
la obra de M. R. Soreau. Identificando, en efecto, la
ecuacién propuesta f; + fo = f3 con el determinante

filo
=|f 0 1|=0
fi 11l
se deduce el nomograma
=0 \ 2 _ 1 ‘x=;.— 1
(o] _t [ ? ThH N : r=y=4
i y_fl =0 {y=f—;

que se compone de tres escalas, que son el ejede las Y,
el de las X, y su bisectriz, acotadas respectivamente
1 1 1
segfin los valores de - -
gt whH T

Sea, por ejemplo, la ecuacién

sen b =gen Bsen a

empleada en la resoluci6n trigonométrica de los trisn-
gulos esféricos rectangulos; tomando logaritmos se tiene

log sen b = log sen B -} log sen a
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que puede transformarse en .
- (2M — Nlog sen b)= (M — N log sen B) + (M — N log sen a)

y se puede representar, segfin lo dicho, por las tres es-
calas

_ 1 ' , .
(B)“',“Y_ M —NlogsenB sogun el eje delas Y
. 1 .
@ ..... X= M — Nlogsen a segin el eje de las X
® ... Z 1 segiin la bisectriz de les ejes.

=j 2M — Nlogsenbd

En la figura 49 se representa el esquema de este no-

Fig. 49.

mograma cuya teoria puede ser muy ftil en las aplica-
ciones.

f1

17.—Forma 2~ = fs.—Como puede verse, esta forma

fa

.
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se reduce por anamorfosis logaritmica a la anteriormen-
te estudiada, admitiendo, por tanto, iguales 4bacos y
nomogramas que aquélla. Conviene, sin embargo, ver
los que la son caracteristicos, para lo cual observaremos
se identifica perfectamente con el determinante

fi 01

=fz'.—10=

que, como puede verse, es igual al D, (n.° 13), haciendo
enéstek =17, =—1,f; = 1 g3.= f3. Nuestra ecuaci6én
podré, pues, representarse por dos redes de paralelas a
~ los ejes y por un sistema de radiantes que pase por el
origen. En la figura 30 hemos visto ya un ébaco de esta
clase, y como nuevo ejemplo vamos a construir el de la
eouaclén

@
V=grnyt

|

T

=02618%.4*

que da el volumen del cono en funcién del didmetro d,
de la base y de su altura k. Se deducen las tres redes

x=7V . de paralelas al eje Y.
y = 0,2618 h de paralelas al eje X.
x =y d* de radiantes que pasan por el origen

y para construirlas se han adoptado en la figura 50
(lamina XIIIT) para V el médulo 0=,0005 y para h el
de 0=,01 (I)

(1) Puede subsanarse ficilmente el error cometido al pie de la

l4mina. Debe decir: V — —1"2— hdz.
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Nomogramas.—Del determinante anterior se dedu-
ce, sumando las dos ltimas columnas

i 0 1
=|i—1 —1 [|=0 N
0 fi - 1+f
que da las tres rectas acotadas
S 2”‘ 5} Bie do 1as X
(6] ( y —h %Para.lelaal eje de las X

a la distancia 1, y acotada en sentido contrario de f;, y la

zx=o

i¥] fs } eje de las Y.

VTR

Se ve, por tanto, que, eligiendo los ejes oblicuos
OX, OY (fig. 51) y tomando OM =1, el nomograma .

- .fl \‘\3 ’ /

[ )
— f \
. .
Fig. b1.

tendra la forma de una Z, los ceros de las escalas f; y f3
estardn en el origen de coordenadas; el de la escala f,
en el punto M, puesto que para f; =0, f, es cero, sea
cualquiera el valor de f;.



- ATTEE T
g

— 6 —

8i, para mayor facilidad en la construcecién, quisiéra-
mos hacer OM = d, siendo d una distancia determinada,
bastaria multiplicar el determinante por d; multiplican-
do su segunda columna tendriamos

x=f, w;—fa - z=0_
O G 1 y=ipi

Puede también necesitarse que f; y f. tengan médu-
los distintos, y entonces habra que ver el modo de cons-
truir la escala lineal que representa en [y] la coordena-
da y. Sea, en efecto, AM'B una solucién cualquiera, la
semejanza de los tridngulos que se ven en la figura da

OA - OM
MB T MM

pero, puesto que OM’ = y, se tendr4, siendo m;, Mg los
moédulos de fy, fo. :

m:fl: y

de donde se deduce, teniendo en cuenta la propues-
f1 '

ta ==
f2 f 3

vmigtew W

que es la escala lineal buscada.

Para construirla observaremos que el punto H (Agu-
ra 16) en que se encuentran todas las rectas que unen
puntos de igual cota, se halla en este caso en la recta



MB (fig. 52) siempre que la escala f; sea regular, o en
la recta OX siempre que la escala f; lo sea, por lo cual
bastara calcular por la férmula [y] un valor cualquiera
de y, y unirlo por una recta con el punto de igual cota
de la escala f;, en la hip6tesis de que ésta sea la regu-
lar; el punto B seri ¢l centro de la radiaci6n y se cons-
truira la escala como se ve en la figura 52.

Si ninguna de las escalas f; o f; fuese regular, se
~ trazara la OX’ que lo sea, y, como la cota de f; corres-

Fig. 62.

~ pondiente al punto M es siempre %o (punto que corres-
ponde a la cero de f,), la MH paralela trazada desde M
a OX’ unira los puntos de cota oo de las dos escalas OM
y OX’, por lo cual en ella estari el punto H, qué se ob-
tendra, por consiguiente, hallando la interseccién de di-
cha paralela con la recta M;3’ que una cotas iguales
de OX’ y OM. ’ .
Ejemplos.— 1.° Sea la exponencial

y=er
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que sirve p'ara el clculo de la catenaria y de las funcio-
nes llamadas hiperbélicas. Tomando logaritmos se tiene

logy= % loge

que tiene la forma propuesta habie_ndo

fi=uxlog e=0,48427
fa=1logy
fs= :

Los mé6dulos adoptados para el nomograma de la
figura 58 (l4mina XIV) son

d=0",20 v
my = 0™,005 para la variable x
me = 0™,10 para la variable logy
s =d __0%005m para la varia;i)le m
: 0,10 4 0,006 m

y en el cual sefialamos el punto H que sirve puara gra-
duar la escala m.
2.° La ecuacién

2

h
V-_—?‘R z—=0,392hd2

5N

Y

expresa el volumen del paraboloide apolénico en fun-
ci6én del didgmetro d de la seccién normal distante k del
vértice. Haciendo
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se ha construido el nomograma de la figura 54 (laml-
naXV) con las escalas °

.

d=0™20 '
, 0,0005 d2
u = 0,008V U= 5T 0,006 &

us = 0,01 X 0;892 h

18.—Forma fy fs + f2 9s + ¢s = 0.—Esta ecuacién se
identifica con el determinante (5) (n.° 13) :

10 -1
fo 9s s

que da un dbaco compuesto de dos redes de paralelas
alos ejes x = fy, y = f», ¥y una serie de rectas deﬂmdas
por la ecuacién

1

chityes+e:s=0

o un nomogi'ama (n.° 14) compuesto de dos rectas para-
lelas Au y Bv (fig. 55), acotadas segfin los valores de
f1y f2, ¥ una curva cuyas coordenadas cartesianas, con
respecto a los ejes OX OY, vienen definidas por las
ecuaeiones

_ 93— fa
[v] "x_ ? ‘”‘;J'fs
YT A

en las que d representa la distancia AO = OB.
Ejemplo.—Una ecuacién de tercer grado es siempre
reductible a la forma

Pprtg=0
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que entra dentro de la propuesta, haciendo
fi=1, =2 d$s=2% fi=qy. f:’=p

de donde resulta el nomograma compuesto de dos rec-

tas paralelas acotadas segin los valores de p y ¢, y una
curva cuyas coordenadas cartesianas son (fig. 55)

x=—dz_1
[ { oo
V=ToFT

Haciendo d = 0,05, y dando a 2 valores positivos y

w (g

A A

hecocome dow e --.).-.-..

x
Fig. 56
la figura 56 (ldmina XVT), en el cual se ve que la ecua-

cién no tiene sus tres raices reales mis que para valores
negativos de p, y también que cuando la cantidad '

I, 3 q 8
(5)+(3)
es negativa, las tres raices son reales, habiendo una sola

raiz real cuando es positiva y dos raices iguales cuando
es nula. En el dibujo se sefialan las soluciones corres-
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Fig. 74.—Nomograma de la ecuacién V
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pondientes a p = 5, ¢ — — 2, que da la raiz Gnica, real
y positiva ¢ = 0,333; p = — 60, ¢ = 20 que tienen
las tres raices reales 2 = — 7,92 2= - 7,16 2 = -4 0,33;
p=—6 g=-+4+10, que da una sola raiz negativa
z = — 3,11; por altimo, para ¢ = 0, hay séle dos raices
iguales de signos contrarios.

~ 19.—Formas representables por nomogramas de un so-
porte rectilineo y dos curvilineos.—Son, evidentemente,
representables de esta manera las ecuacienes que pue-
dan identlﬁcarse con el determinante

.01
D=|f2 ¢ $:|=0 [a]
fs %8 $s
~ que da ]a recta
‘ = f1 2
=] y—o {BiedelasX
y las dos curvas acotadas

e - o [ o
Y= S Y=—-
$e $s

~ Ejemplos.—1.° Sea la conocida ecuacién de trigono-
metria

qg2ta_ sennteeng

cos p + cos ¢
en la que, haciendo —2——2|——g = « © identificando con [a],
resulta -
» tga 0 1 .
D=|senp 1 ocosp|=tga(cosqg-+tcosp)—senp—seng=0

seng —1 cosgq
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que vendra representada por el eje de las X, acotado
con los valores numéricos de tg «, y por las dos curvas

==ty ) ==we )
Y =es7 | f

y=- 008 ¢

cos p

simétricas con respecto al eje de las X y acotadas segiin
los valores crecientes de p y ¢. En la figura 57 (l14mi-
na XVII) aparece el nomograma indieado, siendo, por
demas, sencilla la construccién de las curvas [p] y [q],
_cuyas eouaciones son, respectivamente,

X - X

senp _ _y=senq

y"'_.—

¥ que se facilita multiplicando por la cantidad d = 0=,02
el determinante generador, con lo cual el origen de las
curvas [p] y [q] puede distanciarse cuanto se quiera y
convenga del eje de las X.

2.° Como caso curioso damos en la figura 58 (1ami-
na XVIII) el nomograma construido por M. Soreau de
la ecuacién

LA

— 2 v_ hlg — h:g
que da la velocidad v tedrica de sahda del agua porun
orificio rectangular practlcado en pared delgada, sien-
do hy, hy los valores de las distancias de los dos lados
horizontales del orificio, al nivel del agua, y g la acele-

racién de la gravedad.
El determinante generador empleado es

0,858v 0 1
p=|n" 1a]=0

Y

hs 1 hs
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que da el eje de las X acotado seg(in los valores de
0,338 v y las dos curvas ,

8 . 3

]
G e=h "t |y

”=h,

x

y

n-l,?‘.?‘

que, como puede verse, se reducen a una sola hipérbo-
1a [h], cuya ecuacién es

*y=1

y tiene por asintotas los dos ejes coordenados.

IV.—REPRESENTACION DE ECUACIONES DE CUATRO
. VARIABLES

20.—Idea. general: caso en que existe la representacién

sobre un plano, escalas binarias.—Sea la ecuacién de

- cuatro variables F (x6y23) = 0. Podemos concebir las
cuatro superficies

() f(:zyza):O‘)
6) flxyz6)=o0l!
(M) fl@yzy)=0| (@
@) flxyze)=0-

tales que la propuesta sea el resultado de eliminar «, y, 2,
entre las del sistema (a); una solucién cualquiera de
este sistema serd el punto de encuentro de las cuatro
superficies [a), [6], [y], [3], ¥ sera también soluci6n de
F(x6v2) =0, por lo que, si elegimos arbitrariamente
tres de ellas, podremos obtener la euarta por una
construcciéon geométrica, y tendremos representada la
propuesta por cuatro grupos de superficies acoladas
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(w) (8) (v) (3). Dados tres vatores a,6,y,, se obtendra f4-
cilmente él correspondiente de 2, sin més que hallar el
punto com@n de las superficies (x,) (&.) (y:) ¥ leer la
cota 3, de la del grupo (2) que pase por dicho punto.
Mas se comprende que un abaco de esta clase seria
imposible en la préctica por la dificultad de materiali-
zar las superficies (a), y s6lo cuando estas superficies
sean muy sencillas podremos legar a una solucién po-
sible y utilizable sobre un plano.

Este caso se presenta cuando las superﬁcles (a) son

Fig. 69.

cilindros, tales que las generatrices de dos de ellos
(«) (8) sean paralelas a una direccién D, y las genera-
trices de los otros dos (y) (z) lo sean también a otra
recta cualquiera ). Entonces, la interseccién de los ci-
lindros () (%) es paralela a D, y la interseccién de
los (v) (¢) a D', de donde se deduce que cualquier so-
lucién «,€,v,8, de la ecuacién F (x6y?2) se obtendra por
la interseccién de dos rectas situadas en un plano para-
- lelo al determinado por las direcciones DD’. Si, pues,
escogemos como ejes coordenados OZ, OY (fig. 59) dos
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paralelas a D y D’ respectivamente, y come eje de las X
una recta cualquiera que pase por O, la reeta AM, inter-
seccion de los cilindros («,) (6,) pasara por la A de sus
trazas a,, 6, sobre el plano XY y ser4 paralela al eje OZ,
del mismo modo que la interseccion BM de los cilin-
dros (y,) (&,) pasaré por la B de sus trazas sobre el pla-
no XZ y sera paralela al eje Y; el plano AMBm, para-
lelo al YZ, que contiene la soluecién M, tendri sus trazas
paralelas a los ejes referidos, y si rebatimos el coorde--
nado ZOY sobre el YOX alrededor de OX como charne-
la, el punto m permaneceri fijo, asf como el eje OY, el
punto A y las curvas g, 6,; el eje OZ (fig. 60) se rebatira

L < I
: x
=
’

'
]

<y

Fig. 60.

en OZ,, el punto B en B,, y tendremos un ébaco plano
cuya clave ser: buscar el punto de interseccién (A) de
las curvas («) (&) acotadas con los valores dados «,, 6;;
trazar por dicho punto una paralela Am a una direcci6n
dada OY, hasta que corte en m a la recta OX; tra-
zar por m una paralela MB,, a otra direccién también
dada OZ,, y ver el punto B, en que esta filtima corta a
la curva del sistema y cuya cota y, se conoce; la 3, de la
" ourva (3) gue pase por B, serd la solueién buscada,
 constituyendo el conjunte «,6,y,3, una solucién de la
propuesta F (x8y3) = 0.

Mas, si las superticies (a) son cilindros, las ecuacio-
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nes de sus trazas sobre un plano cualquiera XY (figu-
ra 60) seran de la forma.

p(xya)=0 ourva a;
o(xy6)=0 ourva 6,
o(xyv,=0 ourva ¥
Pxyd)=0 curva 2

- Eliminando y entre las dos primeras ecuaciones, la
abscisa Om = « del punto de interseccién de «, 6, sera

x = F(«6).

'Y eliminando también y entre las dos segundas ecua-
ciones, se verd del mismo modo que la abscisa x del
punto de interseccién de las curvas y,3, es de la forma

' =F(y?)

luego para que haya dbaco plano, serd preciso que se
verifique

z=x'=0m

0 sea que la ecuaci6én propuesta pueda identificarse
con la

F(ab)=F (y2) 1]

Como puede verse, sea cualquiera el punto m, goza
de la propiedad de que en él concurren siempre las
rectas Am, Bm, que, siendo paralelas a dos direcciones
arbitrarias OY, OZ, pasan ademés por los puntos de in-
terseccién de dos curvas (a,) (6,) y de otras dos (y,) (3,),
cuyas cotas son una solucién numérica de la propuesta

F (ﬂx €.v: al)'
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A la linea OX, lugar geométrico de los puntos m, se
la llama escala binaria, pudiéndose, por tanto, definir
una escala de esta clase como compuesta de un eje OX
acotado, de una direccién cualquiera OY, y de dos redes
de curvas () (6) definidas por las ecuaciones

flxys)=0y f(xy6)=0
referidas a dichos ejes OX OY, tomados como coorde-

nados. .
Cuando las direcciones D, D’ determinan un plano

Fig. 61.

perpendicular a OX, al hacer el rebatimiento del pla-
no XOZ sobre el XOY, OZ, y OY se confunden, asf como
las rectas Am y Bym (fig. 60), de donde resulta simplifi-
cada la clave, puesto que bastaré trazar por la intersec-
ci6n A de las curvas de cot#s «,6, una paralela a OY,.
ver su punto de encuentro B, con la curva y, y leer la
cota de la del sistema (2) que pasa por dicho punto.
21.—Representacion por redes de rectas y lineas acota-
das: claves.—Cuando los cilindros (a) que hemos'consi-
derado se convierten en planos, paralelos dos a dos a
las direcciones D y D’, sus trazas son lineas rectas, y el
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ébaeo queda formado por cuatro redes de reetas eon la
elave consabida. Mas si consideramos alsls;damante las
eecuaciones de tres variables

F(¢6’=w -
F(7°)=a:§

podemos suponer que en cada uno de los planes ZOX
¥ .XOY existe un ébaco formado (fig. 61) por dos redes
de rectas [«][€6] y una tercera red (m) de paralelas Nm
al eje OY, razén por ]a cual si acoplamos ambos dbacos
por su eéscala com@n OX (m) llegaremos al mismo resul-
tado expuesto anteriormente.

Ahora bien, si el 4baco [«] [6] [m], por ejemplo, ha de
ser solucién de la

z="F («6) R

debera verificarse, como sabemos, entre las rectas

wfi"‘!/%'l"‘l’n:o)

:'L'fi‘l‘y%v-l-%=0 ‘ (a)
x —m=20
la condici6én
finn fit rer @ & — XNy
=|Ahe WGl=0=|fi+ *e: ¢ ds—1'0, “0
1 0—m

1 0 m

Pero si sustituimos las redes (@) por curvas acotadas,
las ecuaciones de dichas curvas serfin (n.” 13)

— i3 x_—%+1%
Tt 21 ? [a] o fot Ao
T hdRen f: 4+ %o

X ==

r=m
(61 y=0$ (]
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lo que nos dice claramente que "la recta N'Nm que une
tres puntos correspendientes a una solucién de la [1}
pasa también per el punto m; luego es posible eonstruir

Fig. 62,

un nomograma compuesto de las cuatro curvas acota-
das [«][6] [v] ¥ [2] (fig. 62), tal que las dos alineacio-

Fig. 63.

nes 4« — 6 Y y — 3, CONCuUrran siempre en un mismo pun-
to m de la escala binaria OX.

A estos nomogramas se les ha llamado de doble ali-
neacién concurrenle: si séblo se hiciera la sustitueiéon de
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las redes (a) por curvas acotadas en uno de los pla-
nos ZOX o YOX, resultarian un dbaco y un nomograma
enlazados por la escala binaria OX, como, se ve en la
figura 63. : ’

Fécil es apreciar comparando las figuras 62 y 63, que
cada uno de los sistemas planos tales como [«] se ha
sustituido por un cilindro [«] cuya traza sobre el plano
coordenado que se considera es la curva, lugar geomé-
trico de los puntos correspondientes a las trazas de
dichos planos (a); si, en aquel caso, el punto com@Gn a
los cuatro planos cuyas cotas representap una solu-
cién (a,6,v,3,), Se encuentra siempre en un plano parale-

Fig. 64.

lo al YOZ y que pasa por el punto m, en la figura 63,
los cuatro puntos correspondientes a las rectas («, 6,v,3,),
solucién de la propuesta F (x8y3) = 0, se encuentran
también en un plano MmM’ que pasa por el mismo pun-
to m. Veamo : ahora los casos particulares. que pueden
ocurrir. :

22.—Los cuatro sistemas de planos () (8) (y) (2) son
paralelos a una misma direccién D. Si en tal caso corta-
mos dichos planos por otro cualquiera P, no paralelo a
la recta D, las cuatro trazas «,6,v,3, (fig. 64) de los que
representen una solucién pasaran por un punto M, y la
clave del dbaco sera ver el punto de intersecci6n de las
rectas acotadas «,, 6, v, Y leer la cota de la recta del sis-
tema (y) que pase por M.
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Mas si en este caso consideramos hecha la sustitu-
cién de las redes («) por curvas acotadas [« ], sobre cua-
- tro planos paralelos cualesquiera Py, P¢, Py y Pz (figu-
ra 65) cuyas distancias AB, BC, CD guarden entre si una
relacién determinada, los puntos cuyas cotas sean una
solucién («,6,v,3,), estardn en un mismo plano AQHa’,
que cortard a los Pg, Pe, Py, P2 seglin rectas parale-

Fig. 65.

las Aa’, bb’, c¢’ y dd'. Luego, proyectando el sistema
sobre un plano P paralelo a los dados, se obtendra
un nomograma (fig. 66) tal que, cuatro rectas A,M,,
b;N,, ¢;R; y d;S; paralelas a una direccién y que pasen
por los puntos M;N; RS, cuyas cotas representan una
solucién («,6,v,3,), determinaran sobre otra recta A,d,
segmentos A by, bicy ¥ cidy; que estardn en la misma
relacién de las distancias AB, BC y CD de los planos
primitivos.



Para realizar la elave del nomograma en la priotica,

se dispondrd un transparente (fig. 67) er el que sp tra-

(=)

Supo-

ta AX, y una serie de perpendiculares a

P

zaran una rec

ella que se acotardn con los ntimeros 0, 1, 2, 3.....

ed e c e e —en - - - -

cemmcmcccnace e

P n\.u.o.-----ul---:.-

Fig. 67.

niendo ahora, .por ejemplo; que la incégnita es 2 y que
tomando AB por unidad (fig. 65) resulta, verbigracia,

=8.AB

CDh

BC=2.AB

se hara pasar el indice 0 del transparente por el va-

lor M, dado, de «, orientindolo después de manera gue

dos de las paralelas pasen por los valores N y R, tam-
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bién dados, de € y v. Es claro que entonoces, si es, por
ejemplo, el indice de cota 3 el que pasa por N, serd el
indice de cota 3 42 X 3 =9 el que pase por R, y debe-
rd ser el de cota 9 | 3 X 3 = 18 quien marque por su
interseccién con la curva (3] el valor S de dicha varia-
ble que se busca.

A estos nomogramas se les llama propercionales, y
puede haber en ellos diversas claves, algunas muy sen-
cillas.

a). Cuando las distancias AB, BC, CD son iguales,

)

- ---N—----

LN

basta, después de orientar el transparente de modo que
tres de sus indices pasen por M, N y R, leer en la cur-
va [2] con el indice cuyo nGimero sea tres veces mayor
que el N; la cota del indice que pasa por R tendrd que
ser doble de la del N.

b). Los cuatro planos Pq, P¢, Py y Pz se reducen a
tres, Pug, Py y Pz (fig. 68). Entonces en el plano Paé
estén las curvas[«] y [¢), y la recta Aa’ gque une-des pan-
tos de cotas x,, 6 'es paralela a las bb’ y cc’ que pasan
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por los puntos de cotas 3, ¥ y,, siendo (a, &,y,3,) una so-
lucién de F (x6y8) = 0.
La clave del nomograma, proyectado sobre AX, se

5- (] N N 'o

i , ' . M 1 ' :
g : 1 . o . ’

[} . 1) ) ] . ' .

[} : X : : ] :M’
[ ' . 3

' Y SR A B a3
[} - ; . P : : .
' | ' 2l ' [ | '
[ Y SR B
vt Lo VoG

N ! :(?/c ' :.:’: N A )
N L A
I : T : i
H : [ I T I H P
= SRR S S I N B
' ) A

Fig. 69.

simplifica, pues si se hace pasar el indice de cota 0 figu-

#

Fig. 70.

ra 69) por los valores M y N de [«] y [ 6], quedari orien-
tado el transparente, y las cotas de los indices que pasen
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por R y S deberin estar en relacién numérica % =K.

¢). 8Silos cuatro planos de la figura 66 se reducen
a dos Paé y Pyz (fig. 70), las dos curvas [«][6] estardn en
el primero, y en el segundo las[y] [&], resultando al
proyectar sobre AX que seran paralelas las rectas Aa’
y bb’, que unen, respectivamente, los valores que repre-
sentan una soluci6n de la propuesta. Estos nomogramas
se llaman de doble alineacién paralela y su clave es la
sencillisima indicada en la figura 71.

d). Sien el caso anterior hacemos girar 90° el sis-

x

R\ SN

(=) /
/s/ ()

(%)

e - -

(f)

Fig. 1.

tema de curvas [y][2] con respecto.al [«][6], las rec-
tas MN y RS que unen valores correspondientes de las
variables serin perpendiculares, resultando un nomo-
grama llamado de doble alineacién a escuadra, cuya
clave es la indicada en la figura 72, y en el que se lee
con un transparente donde se trazan de antemano dos
indices perpendiculares.

Como puede verse, estas dos altimas clases de no-
mogramas son las méis cémodas en la practica, pues per-
miten casi siempre una buena disposicién de las escalas
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desde el momento en que el paralelismo o perpendicu-
laridad de las alineaciones no se altera, aunque se des-
place cualquiera de los sistemas [« ][6] 0 [y] [2] paralela-
mente 2 si mismo.
Conviene, por tanto, ver los tipos generales de ecua-
ciones que pueden ser representadas por este prooedi-
‘miento, dentro, desde luego, de la condicién funda-
mental indicada mas arriba

F(«6)=F (v?)

es decir, que sea posible transformar la propuesta

Fig. 12.

F (x6v2) = 0 de manera que estén en un solo miembro
dos de las variables, y en el otro las otras dos. '

23.—En la hip6tesis de que los cilindros sean pla-
nos, y tas redes (a) (6) (y) (3) rectilineas por tamto, y
suponiendo para mayor generalidad que los(«) (%) sen
paralelos a la recta
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situada en el plano YOZ, y los (vy) (2) ala recta

y=nz

también situada en dicho plano, podremos escribir los
cuatro grupos de ecuaciones representativas de cada
sistema de planos, bajo la forma

(@) fixtoy+mez4¢;=0)
6 hxteytmeztds=0 (A]
M) frxtesy+neztds=0
) fixtoytnpzt¢.=0

por lo que la condicién para que exista una solucién
com{in viene expresada por el determinante

fi &1 moy dy
D= f:: Fo M Gy _

fs $s N ps s

fc G4 NPy Yy

que podemos perfectamente multiplicar, si hace falta,
por parametros arbitrarios que no alteren las soluciones
del sistema (A). Es claro entonces que si F («6y3) puede
identificarse con la D = 0, aquélla sera representable
por los grupos de planos considerados.

Las trazas de los planos («) (8) sobre el plano XY
seran (fig. 61) '

() ﬁw+¢1y+¢a=0£
(6) hrtey+da=0

¥ las de los planos (fy) (&) sobre el coordenado XZ serin

(™ fs0‘0+n<psz+¢a=0$' ‘ b
@) fix+ngiz4+¢=0
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La recta interseccion de dos planos («)(6) cualesquie-
ra, tendrd por proyeccién Mm sobre el plano XZ

(Mm@19s — MPsP1) 2+ (frps — wf) T+ ($19s — 9193) =0

O sea

_ _'\"I(Pi — ¢1 4’2 [a']

r= :
five — oifa

y la recta interseccién de dos planos (y) () correspon-
dientes tendré por proyeccién Nm sobre el plano XY

(fanos —nosfo) x4 (¢anPs — GanGs) Yy + (Y P — Gan ) =0

O sea

bg s — ¢3 'iu ) [b’]

r=— -
fovs — ¥3fs

obteniéndose por cualquiera de las ecuaciones (a’) o (b")
el punto correspondiente de la escala binaria OX. Cemo
puede observarse, al igualar los valores (a’) y (b") se
obtiene la condicién D = 0. ,

Cuando los cuatro sistemas de planos (A) sean pa-
ralelos a una misma recta y = me situada en el pla-
no YOZ, n = m, y las trazas de los cuatro sistemas de
planos sobre el XOY, verbigracia, serdn -

[¢] fix+oy+$h=0
] fxtey+ti=0
{v] fsx+ sy +4s=0
Bl firtoy+u=0

el punto de interseccién de dos de las rectas [«]y [6]
tendra por coordenadas

— NPt fide - dife

fioe — faon v=

x !
fige— @ifs
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y el de intersecci6n de dos de las rectas [y] y [3]

— '~'{a€?4 — CP:% y, — ;fai'ﬂ nad '%ﬂ
[3%4 — 984 Ja®s — @sls

viéndose que si x =«’, y=y’, se verifica también la
condicién D = 0.

Supongamos en este caso que las trazas [«] estén en
- el planoz=p,las[¢]en el z=q, las[y]en el plano s =17
y las [2] en el plano z = s; si sustituimos dichas redes de
rectas por curvas acotadas, los cuatro puntos que cons-

tituyan una soluci6n de la propuesta tendran por coor-
denadas

_._f_l _ﬁ_ ‘ =£ ! :L
‘ T i s”” % =0
g=p z2= q z=r 2= 8

y para que un plano cualquiera AQHa' (fig. 65) pase
por los cuatro puntos «6y3, que constituyen una solu-
ci6n, debera verificarse

h e 1
V A
7-; ;: fi &1 pd1
- — a1 bo d
o,

M=|T 9 = $1¢2dsde fo 22 g2 9 =0
cf};_' _q:_, r 1 fs @8 798 ¢s

3 4] .

f. % ) fo 04 8%a be
LA
¢4 (‘f‘

razén por la cual toda ecuacién F («8v3) = 0, que pueda
identificarse con la A = 0, seré representable por un no-
mograma proporcional, anilogo al de la figura 66.
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Si p = q se obtendra un nomograma como el de la
figura 69 y, finalmente, si p = q, al mismo tiempo
que r = s, se obtendrd un nomograma de doble alinea-
cién paralela o a escuadra; facil es ver que entonces la
condicién A =0 equivaleala D=0. Si p=q=7r=s
las cuatro curvas acotadas estarin en un plano z = p;la
propuesta se identificara con el determinante

i o 4
f (2] % $e

¢ 3 P4 =0
A= 1’1’%4’4’Pf vs s o

fo %0 s o

y tendremos la clave mas sencilla de todas: 1a de cuatro
puntos «8y3 en linea recta.

Finalmente, si consideramos las redes (a) sustituidas
por dos curvas acotadas en el plano XY y las redes (b) "

por otras dos situadas en el plano XZ, los puntos que
constituyen una solucién de la propuesta tendran por
coordenadas

———fi— =ﬁ- ! =_]‘8_ / —-.f_4

= ¢y z ds ‘x s x ds

[“] y:ﬂ- [6] y—_—ﬂ [T]y: 0 [5] y= 0
"l‘l . ‘pi (z—n?—s z—n.i“_

z= 0 z= 0 T s T

y para que un plano cualquiera pase por los cuatro
puntos «éys debera verificarse

fl %

‘h 4 ° ] fiow 0O 9
L2 5 ' "
A= 4{9 e = Gibadads fige O ‘4)2 -0
:;—“ 0 n—;—“ 1 fs 0 nos s
f: ‘D: o 0 noy ¢y

W 0 nt— 1
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raz6n por la cual toda ecuacién que pueda identificarse
con la A, = 0 sera representable por un nomograma de
doble alineacién concurrente.
24.—Método practico para la construccién de abacos y
nomogramas de ecuaciones de formas sencillas.— En gene-
ral, si consideramos la ecuacién

F(x6)=F(v3)
qﬁe puede expresarse por las dos de tres variables
[@] F(x6)=p F@Ed)=p [a]

bastard construir los dbacos [a] y [a’] separadamente y
acoplarlos por su escala p para obtener el de la ecua-
ci6n propuesta.

Los determinantes generadores serin

i o1 & fo 95 ¢s
Di= |fi o2 $2|=0yDe=|fi 90 $u|=0
p 0 1 p 0 1

obteniéndose, en general, por el acoplamiento, un dbaco
de alineaci6n concurrente. Cuando las Gltimas horizon-
tales de D, y D, sean de la forma

o mo]

la escala binaria yp resulta en el infinito y obtendremos
un nomograma de doble alineacién paralela o a es-
cuadra.
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1.°—Forma f;+ fa={f3-}+fi. a). Doble alineacion,
concurrente.—Haciendo

h+f=ep fatfo=p

se tiene
it o Hho1—1 s 1—1
p 041 p 0 1 p 0 1
e x
- -..":-.- TTthTT
L A
*'\\~~ "l :jh
P AR AR AR S
N
I"fl ,‘/;E .~‘.
Y --
Fig. 8.

que da las rectas acotadas (fig. 73)

x=—{f; | Paralela al eje de

X == f] .
y=—11 $Para.lela al eje X y—--1 las X
-1 =1s
r=-5t 2 . r= 2’(4 Paralela al eje de
Paralela al eje X | la X
v=—5) V="
r=p| . x—n
y=0£E]edelasX ‘E)edelasX

Ejemplo.—Sea la ecuacién
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que expresa los volamenes:

de un cilindropara................... m=1

deuneono..........cvviiiiiinnn. m = 0,333
de un paraboloide apol6nico (1).......... m = 0,500
de un id. de Neil (2)............ m = 0,250
de un id. clbico............... m = 0,600
de un elipsoide...................... m = 0,666

Tomando logaritmos se convierte en
log V — log m =10g 0,785 + 2 log d + log h
que es de la forma propuesta haciendo
fi=logV f,=—iogm "fs=10g 0,185 42 logd y fo =logh.

En la figura 74 (lamina XVI) se ha construido este
nomograma; la solucién que en él aparece dibujada
corresponde al ejemplo m = 0,333, d = 3, h = 6; resul-
tando V = 14,5.

b). Doble alineacién paralela, y a escuadra.—Las
ecuaciones que consideramos, se identifican con los
determinantes

10—]‘. lo—fs

Di=|11 fs]=0 Dy=|1 1 fi|=0
01 n 01 »

(1) Engendrado por la parédbola y* = 2px, que gira alrededor
de su eje.

@) Engendra.do por la paribola y* = 2pa?, que gira alrededor
de su eje.

(8) Engendra.do por la parﬂbolay’ 2px, que gira alrededor
de su eje.
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que dan las rectas acotadas (fig. 75).

y-—O r'%EaedelasX y —o f“iFaede]asX
:___ fl’ \( Paralela al mismo :“ f I 2 Paralela al {d.
;
;
’
’ [’
’
xX j’r . Pa— I 'l. —r v '.T—“‘o
— / pe -
f . A
I' e
:’l "" ’4/"
4’ -~ l'
) ’
oL - L / A__’.f':
.- /— v v T v d'
Y .l’ I'l ‘Fﬂ
Fig. 75.

con la ventaja de que, si no quieren ponerse las es-
calas sobre el mismo soporte, puede moverse el sis-

— S
——s-
.
‘
/
¢
u. !
<. ‘
-/3 Tree l‘ 1
.4.~~“,
l 'I ‘~\‘
, ~J {1,
. -
¢
’
¢
ol
'
lf’ —_—3
Fig. 6.

tema .(fs ), por' ejemplo, paralelamente a si mismo, sin
que dejen de ser también paralelas las alineaciones

Ffr—12) 5 (fs—T1i)-
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Haciendo del mismo modo girar 90° el sistema f;—f,
con respecto al fg— f;, se obtiene el nomograma a escua-
dra indicado esquematicamente en la figura 76.

Ejemplo.—Sea la ecuaci6n, conocidisima en mec4-
nica. :

__ Py
=R

F

que da el valor F de la fuerza centrifuga, siendo P el
peso de un vehiculo, » su velocidad en la curva de
radio Ry g la aceleraci6n de la gravedad, cuyo valor
es 9,81. Se tiene, tomando logaritmos

log F +1log 9,81 + log R = log P + 2 log v.

Con esta ecuacién se ha construido el nomograma
a escuadra que aparece en la figura 77 (lamina XIX),
haciendo

fi=logF fi=log98l+1logR, fs=1logP fi=logw.

2.° Forma f,fs = fsfs-—Se reduce por anamorfosis
logaritmica al caso estudiado, por lo cual es siempre
representable por nomogramas de doble alineacién con-
currente, perpendicular y a escuadra. Mas, observando
que puede cada uno de sus miembros identificarse con
un determinante de la forma

11 11
D=]|o0 fg fg_l =0 f4 f4"1 =0
p 0 1 | Jp 1 1
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obtendremos, Sin anamorfosis, un nomograma de, ali-
neacién concurrente dado por las redes

x=/ ; Paralela al eje do  x = /s | Paralela al eje de

y=1 las X y=1 las X
x=0...... ) x=0...... ’

__nh ’ Ejedelas Y __ & ; EjedelasY
Y= F—T v=7%

r=p{ . z2=p| o

oo { Eiodolas X Y 6| Bie dolaa X

cuyo esquema aparece en la figura 78 suponiendo que

o A
T me e = e temmcem e = N e
7
r o, o5
\

_los soportes de las escalas f, y f; se han construido simé-
tricamente a los de las escalas f; y fs.
Ejemplo. —Sea la ecuaci6én fundamental para la solu-
cién de tridngulos esféricos

sena _ sen A
sen b senB

que, puesta bajo la forma

sen a sen B=gen bsen A
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se identifica perfectamente con la propuesta. Observan-
do que los determinantes generadores pueden ser

sena —1 —1
D,=|0 senB 14senB|=0
M 0 1
y
sendb — 1 -1
D;=]0 sen A 1-4-sen A
N 0 1

se tendrad el nomograma de la figura 79 (14mina XIX)
compuesto de las escalas naturales a = 0,20 sen a,
b = 0,20 sen b, y de las lineales

_ sen B _ gen A
B=0%20 1+4sen B y A=0%2 14senA

cuya escala binaria es MX.

Para obtener sin anamorfosis un nomograma de ali-
neaciones paralelas o a escuadra, basta tomar como
determinantes generadores los

f1 0 1 60 1
D1= 01 —fg =|0 1 —fq =0
p 1 O p 1 O

que dan las redes

4o | Hie dolas X v Fiedo las X
x=0 =0
1 :EiedelasY y= _l_}EjedelasY

’ y=_79—' _ﬂ
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cuyo esquema aparece en la figura 80, después de ha-
ber trasladado paralelamente a si mismos los soportes
de las escalas f3 y f;. Haciendo gu'ar 90° el sistema (f5 f2)

con respecto al (f; f2) se obtienen los nomogramas a es-
cuadra representados en las figuras 81 y 82, sumamente

P) ) /
;
’I
,
y; .
,
= \" - 4
~ \,,'
‘\
:’/ * >~
. ~
K .
l' ‘\
l‘ s -~
,' RS
. 15
.
s
K
LY
z L
[
y
Fig. 81.

adaptables a cualquier tamafio cuando los ejes son rec-
tangulares. Cuando por particularidades de las funcio-
nes f, y f; no convenga construir sus inversas, ficil es



LAMINA XX

7%
.
: »
h B
. | .
el T
KIS
- N ~.
+ y— o : : e
% to . 5 o 3 70 72 . 5
él J 4
. . a ¢
Fig. 83.—Ecuacién: — = —.
b d
7 \ o5
4 2 4 Y e l=r"
+ t t 0 T IR
. -
L \ PR
\ .
\ .-
p \ -
4 2 _3-7 4 \5 67198 20
M - by -
e \
.- \
. \
-’ Y
.- \
o \
.- \
ot X 4
"a’ \
e .
7.7 \ 4
a .
.
b0
l\
l\
+ 50
+/5 RN
N
\
dea R
700

Fig. 84,—Interés simple.— Ecuacién: i = ert
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ver que la ecuacién propuesta puede ponerse bajo la
forma

que da las escalas f; y f; segln los ejes de las X, y
-~ las f, y f2 segln los de las Y, en sentido negativo. Con-
vendré también, para poder elegir los m6dulos més con-
venientes, fijarse en que si m; y m, son los elegidos
para las escalas de f; y f3, los de f3 y fi, deben ser kmy

Y

Fe

’ >

/ N
’ o PR
_/'fz Fu™se.

Fig. 83,

x .

y kmgyrespectivamente, sin lo cual introduciriamos facto-
res desiguales en los miembros de la ecuacién propuesta.
Ejemplos.—1.° Calcular un nimero, medio, tercero
o cuarto proporcional a otros dados. Evidentemente
estin contenidos todos los casos en el nomograma de
la ecuacién
a [

b d
sin més que hacer b = ¢. El nomograma de la figura 83
(lAmina XX), sencillisimo de construir para que nos de-
tengamos en su explicacién, puede servir de ejercicio
" para resolver los tres problemas.
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2.° La férmula que da el interés simple ¢ de un
capital C colocado durante un cierto tiempo ¢ al tanto
por ciento r, es, como sabemos,

_ Ort

TN
que puede escribirse
' 1 t
T. *r— =C. W

'y da el nomograma a escuadra de la figura 84 (1ami-
na XX), formado por las escalas naturales i y 1%2 seg(in

Y

Fig. 85.

el eje de las X, y las r y C a uno y otro lado del eje de
las Y.

- 3.° Forma fy={fs (fs + fi)-—Transformando esta
ecuacién en la

L —p=tfitn
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se ve que puede representarse por los determinantes

A1 1 i 1-1
D;=|0 1 1—f]=0 Di=|—fi 1—2|=0
p 11 e 01

que dan el dbaco de doble alineacién concurrente cuyo
esquema aparece en la figura 85, formado por las
escalas

= T=—"/s .
';f:{’tParalela al eje X y= 1‘ Paralela al eje X
x=0 ..... xr—= Lf)
y= 1 ;EJedelasY 2 1‘ Paralela al eje X
. l_rS y: —2—s
x:

de las X =
y—0 %EJe e las f;:‘(‘)%]z‘dedelasx

Ejemplo.—La superficie descorchable S de un alcor-
noque cuyo tronco tenga la altura h, didmetro D, medi-
do ala aitura del pecho, y espesor e de la capa de cor-
cho, se obtiene por la formula

S=nh(D—e

que tiene la forma propuesta, haciendo f; =S, fo =h,
fs ==D y f; = ®e y cuyo nomograma aparece en la figu-
ra 86 (lamina XXI), construido con los determinantes
generadores

S 10 —1 =D 6 —1
Di=|0 10 —(14+m|=0 y Dy=|=ne 5§ —2|=0
p 10 1 p 0O 1
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que dan las escalas

O (D)}“”‘“"D
x=0
}x==«—-ue
Dlo=—15x  “y=-as
0x ;“’jo : oxg””:
y=p )

b). Doble alineacién paralela o a escuadra.—Se

FPig. 87,

obtiene identificando la forma propuesta con los deter-
minantes

—fio01 —fs 01
p, 10 p 10

que dan las escalas

%::;flEjede lag X ::O—ﬁ'sEie de las X

=0 mode las Y X/ f Paralela al eje de las X
y=h y==1
y un nomograma de doble alineacién paralela en forma

de Z, como se ve en la figura 87, o a escuadra, como apa-
rece esqueméaticamente en la figura 88,
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Fig. 89.— Férmula de interés compuesto.
Eocuacién: C=r(1+ t)".
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Ejemplo.—La férmula del interés compuesto

C=rQ@+4"

que da el valor C de un capital », colocando al tanto
por ciento #, durante un n@mero de aifos n, puede
transformarse en la

logC—logr=nlog(1+41¢)

que es de la forma propuesta, haciendo »n = —;— Para
2

construir el nomograma a escuadra de la figura 89 (1a-

Fig. 88.

mina XXII) nos hemos valido de los determinantes ge-
neradores

nl 10 —logC 01
D,=|01 —10log(1+¢t)}=0 Dy=|—1logr 10 1}=0
pl 0 g 100

que dan la escalas

(m) :ig’l'"fEiedelasX
(t) 3 ' g Ejede las Y
T 10 log [T
(0) :;— 0 log C t Perpendicular al eje de las X

) 3 x = —log r ) Paralela a la anterior a la dis-
y =10 tancia 10.



— 114 —

Para dar disposicién méis cémoda al nomograma se
ha desplazado hacia la izquierda el origen O’ del siste-
ma de coordenadas correspondiente a las variables C
y 7, lo que, como puede comprenderse, no altera en
nada la perpendicularidad de las alineaciones.

4°. Observaciones sobre los médulos de las escalas.—
a). Cuando se trata de la primera de las formas estudia-
das, fy + fa = fs + f1, sabemos que su nomograma equi-
vale al de las dos ecuaciones

i+ fh=np
faitfi=np (@)

Yy si recordamos (n.° 16) que, siendo me,, m,, mg los mo6-
dulos elegidos para las variables en ecuaciones de la
forma (a), debe verificarse

1 1 1

m ms ms

es evidente, puesto que la escala p debe ser idéntica en
ambas ecuaciones, la condicién

1 1 1
pon +

ms ma

1
N

2

entre los médulos my, my, mg y m, de las funciones

f1; fos 135 fa
b). Cuando se trata de la forma f, fo=1{; fi, ya he-

mos visto queda reducido el caso a construir los no-
mogramas

By oy Be,

por lo que, llamando m, ms,..... a los médulos respecti-
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vos, para que haya coincidencia en la escala binaria y
debe verificarse (n.° 17)

mp — ms
mytmp M+ map

de donde se deduce

my _ ms—map
ms ms -+ Mmsp

O sea

My Me = My Mafp == Mamy -+ Mmimap

que da la condicién

myMg = MsMy
es decir,

ms

M k=
me ms .

que, evidentemente, se satisface siempre que

m, = kmd
ms = kms
siendo k£ un ntimero cualquiera.
¢). Finalmente, si la ecuaci6én dada es de la forma
1= Ff2 (fs+ 1), y suponemos elegidos los médulos m,, m,
para fi, f, se ve que el determinante D, deberi ser, se-
gan la clave que se elija,

mifil  ms
Di=| 0 1m—mfa]=0=mmsD,
mip 0 me



— 116 —

—mfi 0 1
D= 0 mfy 1|=mum.D;
mp me O
lo que implica, si se ha verificar la propuesta, la condi-
cién

m;f. mse —1

D,=|—nmfi me —2|=mimsD,
nap O 1
o
—mfs 0 1
De=]| mifs ms 1|=0=mymsD;
mp me O

es decir, que f; y f; tengan el mismo médulo que f;, y,
ademas, que los soportes de las escalas f; y f; sean, en
la doble alineacioén concurrente, paralelas al eje X tra-

zadas a las distancias m, y -«"2&—2, y, en el caso de doble

alineacién paralela o a escuadra, que el soporte de f; sea
también una paralela al eje X a la distancia m,. Si qui-
siéramos adoptar un cierto médulo m; para f3 y f;, dis-
tinto de m,, basta observar que, adoptiandolo, los deter-
minantes D, no se alteran, siempre que multipliquemos

m
sus segundas columnas por Tni’ lo que se reduce a tra-
3

zar, en el primer caso, los soportes de f; y f; segn para-
lelas distantes del eje X, las cantidades ﬂ:;&—:n—’- y —"2%:%,
y en el segundo caso el soporte de f; segin otra parale-

la al mismo eje ala distancia ﬁ%ﬁ
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V.—NOMOGRAMAS DE ESCALAS MOVILES

25.—Idea general.—Si en vez de enlazar por una
construccién geomsétrica cualquiera los valores de las
variables que satisfacen a la ecuacién que deseamos re-
solver, hacemos que los sistemas representativos de
aquéllas, deslicen moviéndose unos con respecto a otros,
seglin ciertas leyes o condiciones, habremos obtenido
una nueva serie de claves y tipos de nomogramas, que,
en general, necesitan para poderse realizar en la précti-
ca la ayuda de un sistema mecdnico mis o menos
complicado; este es el origen de ciertos aparatos de
cdlculo, entre los cuales tienen importancia las llamadas
reglas o circulos de cdlculo, y algunos otros instrumen-
tos como los notabilisimos de los sefiores Torres Queve-
do (1), Mehmke, Lafay y otros. No siendo nuestro obje-
to tratar aqui més que de la parte elemental y sencilla
de la Nomografia, s6lo nos ocuparemos ligeramente de
las reglas de calculo. -

26.—Reglas de calculo.—Materializan, por decirlo asi,
o traducen geométricamente cualquier ecuacion de la
forma

U+ usr+us+..... +u,_1=u, [1]

en que %, Ys....., %, son funciones de variables distin-
tas «, 6, vy, cada una de las cuales tenga, a lo menos, un
sistema que pueda representarla. Supongamos, en efec-

(0)) Con ellos se resuelven ecuaciones de cualquier grado,
obteniéndose todas las raices, reales e imaginarias.
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to, representada cada una de estas variables o sus fun-
ciones por una escala rectilinea, y que los origenes de
las escalas u,, , (fig. 90), que supondremos trazadas
sobre una regla de madera MM’, estin situadas sobre
una misma recta 0,0,. Si trazamos las demdis esca-
las uyus ..... w, 1 en otras reglillas m,, mq, ms ....., My_1,
tales que puedan moverse deslizando una sobre otra,
dentro de la caja H, R, S, T abierta en la regla MM’,
es evidente que si ay, a,, as, 04.....,ay—1, @, son los
valores de las variables «, 6, y ..... (leidos en las escalas
correspondientes) que satisfacen la ecuacién [1}, bas-

. —
M
R TR

Fig. 90.

tard mover las reglillas de tal modo que los “orige-
nes O, O;.....04.... 0,1 de las escalas respectivas,
coincidan con los valores a,, a,, a; ....., a, _g, para que,
si se construye la escala u, de manera que a, coincida
con a,—_1, se verifique

O”a,‘=01a.—}-0,ag+03a,-i- ..... O“_la —1
o sea la ecuacién propuesta [1].

a). Regla logaritmica o regla de cdlculo.— Sirve
para cualquier ecuacion de la forma

a.6=x
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o, la que es igual,

log =+ log & =log ¥

y se compone de una regla MM’ (fig. 91) dentro de la
que desliza en una ranura la reglilla R. En el canto
AB se dibuja la escala log «, 0 una escala de nimeros
naturales; en el canto BC la escala logy u otra escala
natural ¢, y en el A'B’ de la reglilla un indice O,
que es el origen de la escala logé o de ntumeros b

que se traza en el otro canto B'C’ de la misma parte
mévil. Moviendo esta reglilla de modo que O, coin-
cida con el valor «, de «, el ¢, de ¢ coincidird con el v,
de y, con lo que habremos hecho una multiplicacién
«6 =1y Si se emplearon escalas logaritmicas, o una
suma a + b = c si se emplearon escalas naturales. Si,
por el contrario, se hace coincidir ¢, con y, y se lee
el valor «, que cae sobre O,, habremos hallado el co-

ciente % = « si se empled la escala logaritmica, o la di-

ferencia ¢ — b si se emplearon las naturales.
El ser ya conocida la teoria, usos y aplicaciones de
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.esta regla nos dispensa aqui de mayores explicacio-
nes (1).
b). Reglas para cuatro variables.—Sea la ecuacién

by =23 ' [l
o su derivada
log o« + log 64 log v = log 2. 8]

Seglin la teoria general, y puesto que se trata de
cuatro variables, necesitariamos para resolver las ecua-

/og'q -~ 4

gl --%

AT
Fig. 92.

ciones [2] y [3] una regla con dos reglillas méviles (figu-
ro 92) m,mg, que deslizasen entre los cantos O;A y O,B
de la regla fija. Pero no es dificil llegar al mismo resul-
tado con una sola reglilla mévil; si hacemos, en efec-
to (fig. 93), variando el sentido de la graduacién de la
escala @, que los origenes O,, O3 se encuentren en una
misma recta O,, O3 paralela a la 0,0, es claro que al
coincidir los valores «,6, por un lado y y,3, por otro,
que satisfagan las ecuaciones [2] y [3], ocurrira siem-
pre en la figura, que

0y0 46,05 07y = 0434

(1) Véase Manual de la regla de cdlculo, por D. Guillermo
Fernéndez de Prado; Regla de cdlculo logaritmico, de D. Ramén
Aloaide, y otros numerosos modelos y descripciones,
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es decir, 1o que expresa la formula [3] si se emplean es-
calas logaritmicas, o lo que expresa la (2) si se emplean
escalas naturales.

Ejemplo.—1.° Sea la ecuacion, ya conocida

V=m3§%=ﬂm%m$h

que da, como sabemos (n.° 24), diversos volimenes se-
gn el valor de m, y que puede transformarse en la

log V = log m + log h + 2log d + log 0,785.

Se puede construir con ella la regla de cubica-
cion (1) que aparece en la figura 94 (lamina XXTII) sin

o, —_— (43
Lo’ 2, ——
. Lo
/" e

L Lol — ?p'

T

oy — % S

Fig. 93.

mas que trazar en un canto de la regla la escala log m;
en el superior de la reglilla, y en sentido contrario, la
log h de alturas y en los bordes restantes de la reglilla
y de la regla, las (log 0,785 -} 21log d) de didmetros y
log V de voltmenes, respectivamente. Para usarla basta
poner en coincidencia los valores m — h,0losV—d, y
leer el de la incognita en la escala correspondiente en-
cima o debajo del trazo que corresponda al del tercero
de los valores que sirvan de datos al problema.
2.° Sea la férmula del interés compuesto

C=RA+d"

(1) Construida para aplicaciones forestales, por lacasa Valluer-
ca Hermanos, segiin las indicaciones del autor.
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Para construir una regla que calcule esta férmula,
bastard, segtin el procedimiento general, una reglilla
mévil (fig. 91) en que la escala BC serd log C, la B'C/,
logR, y la AB, nlog (1 4+ £). Pero observando que la
escala AB es

a=n.log(L+1)

es decir, el producto de = y log (1 - £), sera preciso, si
se quieren separar las variables, colocar un abaco de
multiplicacién en la parte AM’ de laregla, de modo que
su escala « (n.° 9) coincida con la AB en el mismo sen-
tido, y su médulo sea igual al que empleemos en
las B'C’ y BC.

Escogiendo al efecto el dbaco de multiplicacion de
la figura 28 (ldmina VI) y haciendo que el indice O
(fig. 95, lamina XXIIT) coincida, por ejemplo, con el va-
~lor 100 de R de la escala inferior de la reglilla, hemos
construido con médulo 0=,10, la regla de calculo que
aparece dibujada en la figura y lamina citadas. Para
usarla se buscara en el dbaco la interseccién de la hori-
zontal cuya cota sea el valor dado de #, con la oblicua
cuya cota sea el valor de ¢ y se movera la reglilla hasta
~ hacer coincidir el indice O, con la ordenada que pase
por dicho punto de interseccién. Debajo del valor de R
leido en la escala correspondiente, se encontrard en
coincidencia el de C que resuelve el problema. Ficil es
ver que por andlogo procedimiento puede hallarse cual-
quiera de las variables, tomada como incdgnita.

Se comprende por el anterior ejemplo a cuintas
combinaciones se presta el procedimiento indicado para
resolver las férmulas al parecer mis complicadas, que
se presentan en la practica.

27.—Escalas giratorias.—a). Circulos de cdlculo.—Si
en lugar de dibujar las escalas sobre los bordes de una
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o maés reglillas méviles con respecto a otras fijas, se di-
bujan sobre varias circunferencias concéntricas que pue-
dan moverse independientemente, resbalando unas so-
bre otras, alrededor del mismo centro, se obtienen tam-
bién aparatos de calculo anilogos a las reglas, y que
tienen la ventaja, cuando las escalas son logaritmicas y
las variables se mueven en un campo muy extenso, de

Fig. 98.

evitar la excesiva longitud que habria que dar a las re-
glas en este caso.

En la figura 96 copiamos el circulo de cdlculo or-
dinario, cuya descripcién y manejo puede verse en el
«Manual» del Sr. Fernindez de Prado, citado mais
arriba.

b). Otros dbacos de escalas giratorias.—Cualquier
dbaco polar (n.° 11) puede ficilmente transformarse en
otro compuesto de una escala rectilinea giratoria alre-
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dedor del polo, que se apoya en un circulo acotado, y
un haz de rectas o curvas acotadas. En efecto, si se trata
de una ecuacién F (xéy) = 0, sabemos puede represen-
tarse por las redes

(@) p=f(a)
® o =¢(8)
69] Y =¢(pw)

que representan una serie de circulos cuyo centro es el
polo, acotados segfin los valores de f (x), un haz de ra-

c’ 2
Y A
' /X,

Fig. 97.

diantes acotado segiin los de ¢ (&) y la serie de rectas o
curvas acotadas contenidas en la ecuacién (y) (fig. 97).
Un punto M cualquiera, interseccién de tres elementos,
cada uno de un sistema, da una solucién de la propuesta
en las cotas de estos fres elementos; mas si nos fijamos,
verbigracia, en el radiante OH de cota ¢;, y suponemos
escrita esta cota en el punto M del circulo CC’ (u otro
cualquiera del sistema), es evidente que, acotando los
puntos My My M; ... del radiante con los ntimeros co-
rrespondientes a cada uno de los circulos (), a la po-
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sicibn OH del radiante (que podemos suponer movil
alrededor de O), corresponderin las soluciones

3 Oy Olg Og v vwe o
1 Y1 Y2 Y8 eoove Y”

siendo yyyz..... v las cotas de los elementos del sis-
tema (y) que pasen respectivamente por los puntos
M; M; ..... M,.. Del mismo modo obtendremos, sin que los
puntos M varien de posicién relativa, las soluciones

considerando el radiante OH’, y asi sucesivamente; lue-
go si acotamos el circulo CC’, u otro cualquiera, en sus

0 ,”ﬁ’ .r‘l T‘“Y"‘ c X

Fig. 98.

puntos de interseccién con las rectas del haz de radian-
tes, seglin los valores de ¢ (6) y acotamos también una
recta mévil que pase por el polo con arreglo a los valo-
- res de f(«), tendremos un abaco (fig. 98) cuya clave
serd para una solucién cualquiera («,6,y,) hacer girar la
escala mévil OM alrededor de O hasta que pase por el
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punto del circulo CC’ que lleva la cota é;, y leer des-
pusés la cota y, del elemento del sistema (y) que pasa
por la cota «( de la escala OM.

Ejemplo.—Sea la ecuacién y — e™ que ya conoce-
mos y sabemos se transforma en la

logy = % log e = 0,48427 —Z—

Haciendo
X==Cco8W
_0,48427
T logy
resulta
m=—pcCcosw

que es una serie de rectas perpendiculares al eje polary
acotadas con arreglo a losvalores de m. Adoptando un ra-
dio de 10 unidades para cos w y con médulo 0=,10 se ha
construido el dbaco de la figura 99 (limina XXIV), en el
0,43427
logy )
en la posicién correspondiente al valor w = 60° es de-
cir, x = 5.
Por este ejemplo puede comprenderse la cantidad
de aplicaciones sencillas e importantes que puede tener
el procedimiento indicado.

cual se representa la escala giratoria OM (p =
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VI.—INVESTIGACION DE LEYES POR MEDIO
DE LA NOMOGRAFfA

28.—Nociones generales y métodos que se emplean.--
Si hasta ahora y en todo lo expuesto hemos procu-
rado resolver el problema de construir un dbaco o no-
mograma para resolver numéricamente una ecuacién
F(xty..... ) = 0, se comprende es posible también abor-
dar el problema inverso, o sea el de, dado un dbaco o no-
mograma construido con datos experimentales que nos
hayan suministrado valores numéricos de las variables
que entren en la cuestion, hallar la ecuacién F («6.....) =0,
o sea la ley, ya matemética, ya empirica, que las une. Por
ejemplo, si experimentalmente hemos llegado a conocer
una serie de valores &6, ..... é. de una variable g, co-
rrespondientes a otros tantos ayag..... a5 de otra varia-
ble «, podemos construir una curva (fig. 10) tomando
como abscisas los valores de « y como ordenadas los
correspondientes de 6; si el estudio de esta curva puede
llevarnos a conocer su ecuaciéon f(«¢) = 0, habremos
descubierto la ley de dependencia que liga a ¢y . Y
~este medio, el mas sencillo y empleado constantemen-
te en Geometria analitica, puede, como se comprende,
generalizarse amplidndolo por los métodos de la No-
mografia a tres, cuatro o un niimero mayor de variables.
En efecto, podremos tratar de traducir los resultados
experimentales por un &dbaco compuesto de redes de
rectas; hallaremos después los puntos correspondientes
de las mismas (n.° 13) y es evidente que, si las rectas
estan distribuidas en el plano seglin una cierta ley, es-
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tardn sobre una curva los puntos que las correspondan,
Y, por tanto, que el estudio analitico de esta curva po-
dra llevarnos al conocimiento de su ecuacién y, por
tanto, al de la ley de distribucién buscada.

Aunque se ve, desde luego, el ancho campo que in-
dudablemente tiene el procedimiento, sobre todo en las
aplicaciones técnicas de la Ingenieria, no siempre se
poseen en cantidad suficiente los datos experimentales
necesarios, ni tampoco es facil su traduccién nomogra-
fica, por lo que, dada la indole de esta obra, nos limita-

Y
S
R
o
3 90250 N\
¥ JAN
& , L7
. 00125
3 4
n
: O o 2 36 40 3o o 10 20 %o Jeo X
Ariros
Fig. 100.

remos a dar un ejemplo sobre el asunto que pueda
servir de guia en materia tan importante, digna, induda-
blemente, de estudio y de investigaciones conducentes
a precisar bien los métodos que en cada caso convenga
seguir.

Supongamos, en efecto, se quisiera estudiar la ley de
crecimiento de un 4rbol aislado o de una masa de arbo-
les en conjunto, en relacién con la edad; la Geometria
analitica nos da el sencillo medio de tomar en un eje
de abscisas OX (fig. 100) y en una escala cualquiera los
afios de edad, y en un eje OY de ordenadas los creci-
mientos sucesivos del volumen, ya del -drbol, o de la
masa de arboles objeto de la experiencia. De este modo
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obtendremos una cierta curva en la que es ficil estu- -
diar algunos detalles, como, verbigracia, el momento del 1

méaximo crecimiento, sus periodos ascendente y descen-
dente, la influencia de las '
operaciones de cultivo, como
podas, claras, labores, riegos,
abonos, etc.

Pero seri, en general, di-
ficil establecer la ecuacién de
la curva por los medios co-
nocidos de anilisis matemati-
¢o, asunto que vamos a ver
si facilita la representaci6n
nomogréafica. '

Si un arbol o una masa de
arboles creciese cada aiio de
un modo constante, con res-
pecto al volumen adquirido
hasta esa fecha, podriamos
suponer que el volumen V
en el afio m es el resultado de
colocar a interés compuesto
durante » afios y a un tanto
por ciento £, el volumen » que
el arbol tenia el afio m — n.
Asi ocurre realmente en cier-
to modo, puesto que cada afno
el arbol produce (fig. 101) Fig. 101,
una especie de cono AHB de
madera, a cuya formacién contribuye todo el volu-
men lefioso M, adquirido hasta esa época. Podria-
mos, por tanto, expresar el volumen V por la for-
mula

i v’

V=vl+t)" [
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cuyo nomograma ya hemos visto en la figura 89 (1ami-
na XXII), construido con los determinantes generadores

n 0 10 —logC 01
D,=]01 —log(1+#]=0 D.—=}] logr 10 1|=0
pl 0 n 10 O

en los cuales ahora serian C=V yr = .
Para construir un abaco de la |1] transformare-
mos D, y D, sin que se alteren en

n 0 10
D, =|0 1 1—10log(1+ 8)]=0
p O ' 1
y
—logV 0 10
Dy=}—logv 1 11]=0
[ 1 1

que dan las redes de rectas

Xz‘l—: X= lofov
Ly = _pn—logau+n- B{y=X.logo—11
Y=-pX—1 Y—=—pX—1

representadas esquematicamente en la figura 102. En
este dbaco se ve que, teniendo todas las rectas (n) tales
como MN, M'N’ la misma ordenada en el origen OS =—
= — 1, forman un radiante, y la clave no puede ser
mas sencilla, pues, dados, verbigracia, n,, {; y v4, se ha-
llara V,, sin mis que unir por una recta el punto N de
interseccién de las rectas acotadas #; y ny con el S, y le-
yendo la cota V, de la recta que pasa por el punto M
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de interseccién de NS con la del sistema (v) cuya cota
sea 4. A

Mas, en realidad, el tanlo ¢t de crecimiento de un
arbol no es constante durante toda su vida, sino qué va
disminuyendo con la edad, de donde se deduce que si,
por cubicaciones sucesivas (cada cinco aiios, por ejem-

X

Fig. 102.

plo), hallamos los valores de V y { y unimos en el 4baco
por rectas tales como M;N,, los puntos de interseccién
de los valores

V... volumen el afio x
V..... volumen el afio x -+ 5

por un lado, y los »' =x 45 y ' correspondientes al
tanto por ciento de crecimiento obtenido, llegaremos a
construir una serie de rectas correspondientes cada una
a un valor de n, que no pasardn por el punto S,y cuya
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ley de distribucién en el dbaco formado por el sistema
de rectas [»' (N;M,)], (V) y (v) nos darad precisamente la
expresién matematica de la ley de crecimiento buscada.
Para ello bastarad investigar la funcién ¢ (%), segin la
cual estan distribuidas sobre el eje OY las ordenadas OR
en el origen, con respecto a la edad, asi como la funcién

\\ I' Y
N , v
\~‘\:\;,; 0' H M
D Y
/” \\* -$='- »x73
3 1
/ ~ i
’ ~
, s !
l/ \‘\
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X / o A . "X
II ..
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Fig. 108.

f (n) con arreglo a la cual varian los coeficientes angula-
res de las rectas MyN,. La ecuacion de dichas rectas sera
entonces

Y+ X +¢${n)=0

que, llevada a'D’,, nos da el determinante

—logV 0 10
Di=|—-logv 1 11 =0
xd(w) 1 £d@)

en el cual se contiene el abaco [V, v, n], que desarrolla-
do da la ecuacién

+f(n)=0,1.log V [+ ¢ (n) — 11] + log v
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entre las variables v, V y n, 0 sea la expresi6én mate-
matica buscada para el drbol o masa de ellos objeto de
los ensayos. :

Otro procedimiento, quiza mas sencillo, seria cons-
truir el nomograma de doble alineacién concurrente
contenido en D; y D;, formado por las escalas (fig. 103)

n
r=-——
(m) ..... s Y= 010 z Segin OX
=0 ,
@..... ;yzl:(l—lolog(l-l—t)) Segin OY
TR, ( ; Z '; ; Segin O'M, paralela a OX.
|z = log V
YETTTI0 g
V)...... ly=0 . | Segin 0X
(z=— log v 2
W)..... | ! 1 Segun O”N, paralela a 0X’
Y=y
®..... 2 ;z ’I é Segin O'M, paralela a OX

y cuya clave serd, como sabemos, llevar un indice nH
por los puntos de cotas n4, {;; ver el punto H en que di-
cho indice corta a O’'M y llevar otro indice Hv por el
punto H y el de cota v,, leyendo en la escala (V) la
cota V, de su punto de interseccién.

Pero como ¢ va disminuyendo con la edad segin he-
mos dicho, los indices nH y vH que hagamos pasar por
valores experimentales de %, {,» y V, no se cortaran
sobre la escala binaria MH, sino que determinarian una
serie de puntos H,, H, H,, H;..... etc., situados en una
curva mas o menos regular. Si, pues, acotamos los pun-
to Hy, H, Hy, Hj ..... etc., con los valores correspondien-
tes de n, y consideramos el nomograma de simple ;ali-
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neacién formado por las escalas [v][V] y la curva (H),
bastard estudiar las abscisas Ok = f(n) y las ordena-
das hH, = ¢ (n) de esta curva, para obtener su ecuacién
con respecto a los ejes coordenados OX, OY, y llevarla
al determinante D;, que sera

—logV 0 10
D, = —logv 1 11]=0
fin) om 1

¥ que, desarrollado, nos dara la férmula
Ff()=0,1logV[1 - 119 (n)] & logv.e (n)

expresiva de la ley de crecimiento que se busca.

Se comprende por lo dicho las ventajas del procedi-
miento nomogréfico, pues es bastante mas facil descubrir
las funciones f (n), ¢ (n) y ¢ (n), reducidas al estudio de
escalas, ficiles de comparar con los tipos conocidos, que
buscar directamente la expresién matematica de la cur-
va de la figura 100, y la razén, por tanto, ya indicada, de
la importancia que para el Ingeniero puede tener esta
clase de investigaciones, asi como la necesidad de fijar
y ampliar los métodos generales conducentes a tal fin.
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:ataro.—Manual del saneamiento de poblaciones......... 7
Thompson.—Electricidad y materia............ccvuvuuen. 8,50
Vacchelll.—Construcciones de hormigén y de cemento ar-
mado, 22 ediciOn .....coeviienrierietinenienn.. . 6
Viada.—Manual del sport............cco00 vuvus Geetienien 8
Wetham.—Electricidad experimental ....... Cereeieeteiaes 7
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Pesetas

Baré.—Superficies alabeadas. (Apuntes psra el curso de.
Geometria descriptiva de la Escuela de Ingenieros

de Montes.c.cooveeuiieccreennnnnes tetsacecsennenn
— Vias de transporte. (Estudio econémico. Carreteras.
Caminos de montafia), tomo I.............coo.... 15
Montenegro.—Apuntes de funciones periédicas, sinusoida-
©8 0 BFMONICAS. « vt vvrrereessorronsrsnssanssonsns 8
Zafra (J. M. de).—Célculo de estructuras, 2 volimenes..... 50
Misol.—Sombras y perspectiva, un volumen y atlas........ 10
— Elementos de las teorfas de funciones y derivadas y
sus :ﬁplioaoiones analiticas, tomo I................ 15
Corral (J).—Nuevos métodos para resolver ecuaciones nu-
F10T:) o T V- T P |
Irlarte.—Apuntes de topograffa.................cciolill ]
— Medicién de superficies.............. reeisasianae . b
Iriarte y Navarro.—Topograffa fotogrifica, un volumen y at-
L o3 - T N 16
Jlmenez.—ﬁrementos de céloulo diferencial e integral, 2 vo-
BT 1) PO S 10
Gaztelu,—C4lculos de estabilidad de los puentes.......... 16
Ruiz Amado.—Tratado de topograffa moderna, 2 volime-
DB, PHAB et terrarenrcrrrenesoneseansansosaanss 50
Garcfa Cifré,—Teoria y manejo de la regla de célculo...... 4
— Tratadode Aritmeétios....ccovvveereiiiaesceciansans 10
Bércena.—Tratado de Taquimetrfa..........ocovveenennens 7,50
Mufioz Madariaga.—Lecciones de Quimica aplicada......... 13
Archilla.—Principios fundamentales del cédloulo diferencial,
DY LT T3 7,50
Ruiz Castizo.—Tratado de Mecénica racional.............. 27
Elizalde.—Curso de Geometria descriptiva, un tomo y atlas. 28
Ponte y Blanco.—Estereotomia.............. tereanneteans 5
Giol p Soldevilla.—Tratado de acotaciones...........eevee. 8,60
Lafarga.—Sombras y perspectiva..........ooeveees ceeieens 15
Mufioz Madariaga.—Lecciones de Mineralogia............. 23
Bolivar y Calder6n.—Elementos de Historia Natural....... 24
Andrade.— Geolo?-ia ...................................... 8
Arévalo.—Geologia.e....cccovreriiiriniieriinricioniencns 12,60
Hartig.—Tratado de enfermedades de las plantas.......... 10
Rebolledo.—Manual del constructor............ Cerareaens 11
— Tratado de construccién general.................. . 48
Soroa.—Manual y formulario del constructor............. 25
Olazébal.—Ordenacién y valoracién de montes.......c..... 16
Pardo.—Carreteras.........cooeuvveeennn. Crettiteitaneens 25
— Elesparto..ccceeereriierreeiietenrarincinnnes eee.e 180
Artigas.—Alcornocales e industria corchera............... 40 -
Heyer.—Valoracién de montes......c..cocveiveieneiinnnnes 4,50
Plccloll.—Montes y torrentes.................. Creerenaaes 8

Campo.—Legislacién forestal..........c.cooeeviiiinii 8
— Novisima legislacién forestal............:.. N 12
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